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Ter Inleiding. 



Voor een verzameling als de hier bijeengebrachte is mi. nog 
weleen plaatsje. Ik bedoel een verzameling, waarin de leeraar 
in ruime keuze en in behoorlijke rangschikking het oefenmateriaal 
bijeen vindt, dat hij noodig heeft.. D.w.z. de vraagstukken, die 
niet te moeilijk zijn, om van den gemiddelden leerling niet de 
oplossing te mogen verlangen, die dus aansluiten bij de theorie, 
bij elkaar, of bij het bekende uit algebra of meetkunde, zonder 
bijzonder initiatief bij de oplossing te vereischen. Maar toch 
ook, die van het gemakkelijkste af beginnende, den leerling ruim 
daar brengen, waar men hem hebben wil. 

In de gonio- en trigonometrie is oefening een veel gewichtiger 
element dan het aanleeren der theorie ; daarom is hier van de 
vraagstukken de hoofdzaak gemaakt en van de theorie slechts 
zooveel vooruit gegeven (maar dan ook van voldoende duidelijk- 
heid), als noodig is om 4e vraagstukken te kunnen oplossen. 

Daar de opgaven voor verreweg het grootste gedeelte oor- 
spronkelijk zijn, kon ik aan de rangschikking groote zorg be- 
steden ; wat bijeen hoorde is bijeengebracht, en wel zooveel 
mogelijk in opklimming van moeilijkheid^ Het is natuurlijk de 
bedoeling niet, dat al deze opgaven achter elkaar doorgemaakt 
zouden moeten worden ; men zal een keus moeten doen, waar- 
bij door den grooten voorraad voor verschillende jaren en bij 
verschillende gelegenheden behoorlijke verscheidenheid van stof 
gewaarborgd is. ' 

De verzameling is ingedeeld in drije cursussen, in overeen- 
stemming met het aantal leerjaren, gewoonlijk aan het vak 
besteed. De eerste loopt over de elementaire gonio- en trigono- 
metrie ; de tweede geeft een herhaling en uitbreiding, met de toe- 
gepaste trigonometrie en (ev.) de goniometrische vergelijken; 
de derde examenvraagstukken (H.B.S., Gymn., Staatsexamen). 
Ieder der eerste twee cursussen is in 4 af deelingen gesplitst, elk met 
een herhaling, — met het oog op de driemaandelijksche rapporten. 

1 j/i 



In den eersten cursus ben ik in zooverre afgeweken van den 
gebruikelijken gang, dat daarin alleen scherpe en stompe hoeken 
voorkomen, en de behandeling der kwadranten uitgesteld blijft 
tot den volgenden cursus. Dit is geschied in de eerste plaats 
omdat deze behandeling voor de stof, die daarop in den eersten 
cursus volgt, niet beslist noodig is, en datgene, wat natuur- of 
werktuigkunde van de trigonometrie verlangen en wat dus zoo 
spoedig mogelijk bereikt moet worden, in hoofdzaak iets verder 
ligt : bij de sinus- en cosinusregels en derg. ; en in de tweede plaats, 
omdat die kwadranten voor den eersten beginner nog al wat 
moeite plegen op te leveren (bij weinig aantrekkelijkheid !), die 
veel verminderd wordt, wanneer hij in den tweeden cursus reeds 
wat met de begrippen is vertrouwd geraakt. 

In den tweeden cursus is de behandeling der goniometrische 
vergelijkingen behouden, ook al waren zij van het eindexamen- 
programma der H. B. S. geschrapt. Ik geloof, dat de meeste 
collega's in dit onderdeel met mij een zeer geschikte herhaling 
en vastlegging van de vroeger reeds geleerde regelen en methoden 
zieQ, die zij niet gaarne zouden missen. 

In den derden cursus vindt men de eindexamenvraagstukken 
der H. B. S. (vsgiaf 1900), van verschillende gymnasia in 1919, 
en verschillende staatsexamenopgaven (vanaf 1914). 

Moge de verzameling, zooals zij mij, bijeengebracht in den 
loop van vele jaren, van dienst is geweest, ook voor anderen 
nuttig kunnen zijn. 

V. d. G. 
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-' CURSUS L 

gpniometrie en trigonometrie* 



A. GONIOMETRIE. 
§ 1. Sinus en cosinus. 

Theorie, 
a. Definitie. 



De sinusjvan een hoek is de gtandvastig e verhouding van de loodlijn, uit 

een willekeurig punt van het eene been öp 
het andere been neergelaten, toTTiet stuk 
van het eerste been, dat door die loodlijn 
geprojecteerd wordt: (Fig. 1) 
" . .^n _ AB CD EF 

De cosinus van een hoek is de stand- 
vastige verhouding van de projectie van 
een willekeurig stuk van het eene been 
op het andere been, tot het stuk van het 
eerste been, dat door die loodlijn geprojecteerd "wordt: (Fig. 1) 




cós AOB = 



OB ^ OD, ^ OF 
OA OC OÉ 




In een rechthoekigen driehoek is de sinus van 
een Scherpen hoek de verhouding van de over- 
staande rechthoekszijde tot de schuine zijde, en 
de cosinus van een scherpen hoek de verhouding 
C van de aanliggende rechthoekszijde tot de schuine 
zijde: (Fig. 2) 



• A BC . AC 

sin A = -r^* cos A 



AB ^^" *' AB' 

. P AC R BC 

sm B = -^g. cos B = -^. 
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I § 1. SINUS EN COSINUS. 



f/' 



h. Formules. 



Uit L. ABC (Fig. 2) volgt 
i 



BC ,,^ . BC 

sin « = —jttT «Q cos (90<> — «) = . _ ; 
AB AB 



dus 



' i. 



:'/ / ." ' 



> I 



sin a = cos (90° — a) 



of ook 



sin (90° — a) = cos a 



(Form. 1) 



z', / 



/ » 



Uit A ABC (Fig. 2) volgt verder 



BC AC 

sm « ~ -r^ en cos « == -r-^» 



AB 



AB 



dus 



of 



. , , ^ BC2 + AC2 AB2 ^ 



sin^a + cos* a = 1. 



(Form. 2) 



Laat men in A ABC (Fig. 2) Z A steeds kleiner worden, terwijl de zijde 
AB even lang blijft, dan wordt BC ook steeds kleiner, terwijl AC grooter 
wordt en nadert tot de lengte van AB. Als Z A = O geworden is, is BC = O 
geworden en AC = AB. 

Q. AR 

Daaruit Volgt sin O = ^^ = 0. cos O = ^ = 1, dus 
* AB AB ' 



(Form. 3) 




cos 0=1 



(Form. 4). 



Laat men in A ABC (Fii{. 2) Z A steeds grooter worden, terwijl de zijde 
AB even lang blijft, dan wordt BC steeds grooter en nadert tot de lengte 
van AB, terwijl AC steeds kleiner wordt. Als Z A = 90» geworden is, is 
BC = AB geworden en AC = 0. 

Daaruit volgt sin ^0» = yg = 1» cos 90° 7 Tg = 0. ^^'^ 



sin 90*^ = 1 



cos 90° = O 



(Form. 5) 



(Form, 6). 



I S 1. SINUS EN COSINUS. 



Vraagstukken, 
a. Definitie. 




F,j3 



f. COS A 

g. sin B 
h. cos B 



1. Invullen (Fig. 3) : 

a. sin ACD = 

b. cdis ACD = 

c. sin DCB = 

d. cos DCB = 

e. sin A = 

(twee vormen), 
(twee vormen), 
(twee vormen). 



(twee vormen), 



2. Eveneens (Fig. 4) in den gelijkbeenigen A EFG (alles op 
twee wijzen) : 
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a. 


EF 


h. 


EH 


EF 




IG 


c. 


EG 
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e. 



f. 



EL 
EF 

ZL 
EF 



EG 



3. Als van een gelijkbeenigen driehoek het been = 25 en 
de projectie = 7 van dit been op het andere been gegeven zijn, 
bepaal dan de sinussen en cosinussen: 

a. van den tophoek» ' 

6. van den basisboek, 

c. van den halven tophoek. 

4. Van een gelijkbeenigen driehoek is de basis 10 en het 
been 13. Bereken sinus en cosinus : 

a. van den basishoek, 

b. van den halven tophoek, 

c. van dén heelen tophoek. 

5. Van een rechthoekigen driehoek iseenrechthoekszijde20, 
en de cosinus van den hoek, dien zij met de hoogtelijn op de 



I S 1. SINUS EN COSINUS. 



3 
schuine zijde maakt, ^' Bereken de zijden van dien driehoek en 

sinus en cosinus van zijn scherpe hoeken. 

6. Bepaal sinus en cosinus van een hoek van : 
a. 30°, b. 45^ c. 60°. 

7. In een ruit is een zijde a en een scherpe hoek a. Bereken : 
a. de hoogtelijn van de ruit en de projectie van een zijde 

op de volgende, 
6. de diagonalen van de ruit, 
c. de projectie van de kleinste diagonaal op een zijde. 

8. In een rechthoekig trapezium is het rechthoekige been 6, 

de grootste evenwijdige zijde 12 en de sinus van den scherpen 

4 

hoek ^. Bereken : 
o 

a. de zijden van dat trapezium, 

6* sinus en cosinus van de hoeken, die de diagonalen met 

de evenwijdige zijden Inaken, 
c. sinus en cosinus van den hoek, dien de grootste diagonaal 

met het schuine been maakt. 

9. In een trapezium staat een diagonaal = 12 in een der 

g 
uiteinden van de kleinste evenwijdige zijde = 7— loodrecht op 

een been = 5. Bereken sinus en cosinus van de scherpe hoeken 
van dat trapezium. 

% 

10. Een rechthoekszijde van een rechthoekigen driehoek is 
p + q en haar projectie op de schuine zijde p. Bereken sinus 
en cosinus van de scherpe hoeken van dien driehoek. 

11. Van een gelijkbeenig trapezium met evenwijdige zijden 
van 2 en 14 staan de diagonalen rechthoekig op elkaar. Bereken 
sinus en cosinus : 

a. van de hoeken, die de diagonalen met de evenwijdige 
zijden maken, 

b. van een scherpen hoek van dat trapezium, 

c. van de hoeken, die de diagonalen met de beenen maken. 
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12. Van een rechthoekigen driehoek is de schuine zijde c en 
een scherpe hoek a. Bepaal: 
a. zijn oppervlakte, 

6. de oppervlakten van de deelen, waarin de hoogtelijn op 
de schuine zijde dien driehoek verdeelt. 



b. Formules. 

13. De cosinus van een hoek is — ' Hoe veelmaal is de sinus 
van dien hoek zoo groot als zijn cosinus? 

14. Van een hoek is de sinus 1 — x. Bepaéd den sinus van 
het complement van dien hoek. 

3 

15. Van een hoek is de sinus ^ X zoo groot als de cosinus. 

Hoe groot zijn sinus en cosinus ieder? 

16. Het produkt van de som en het verschil van sinus en 

47 
cosinus van een hoek i^ tzz' Bepaal sinus en cosinus. 

49 

17. Het verschil van de kwadraten van de sinussen van een 

4 
hoek en van zijn complement is ^ kleiner dan de som der 

kwadraten van de cosinussen van een hoek en van zijn complement. 
Bepaal sinus en cosinus van dien hoek. 

18. Druk uit : 

a. sin (90° — a) en cos (90° — a) in cos a, 

6. sin (90° — <x] en cos (90° -. — a) in sin a, 

c. sin a en cos a in sin (90° — a), 

d. sin a en cos a in cos (90^ — a). 

19. Xe bewijzen : 

a. Vl — sin^ 2a = cos 2a, 



6. \ 1 + sin (90"" — a) X '\ 1 — cos a = sin a, 
1 1 2 

1 — sin a 1 + sin a cos^ cl 

d. [a cos 9 + 6 sin 9) (a cos 9 — b sin 9) 

— (6 cos 9 + a sin 9) (6 cos 9 — a sin 9) = a^ — 6*, 

e. [a cos 9 + 6 sin 9)- + (a sin 9 — b cos 9)- = a^ + fe^. 



8 I § 1. SINUS EN CO SINUS. 

20. Te bewijzen : 

a. cos a cos^ p + cos a sin^ p = cos a, 

b. (1 — sin^a)" + (1 — cos^ a)^ + 2 sitf a cos^ a = 1, 

sin* a + cos* a . 

c. — -, ; =1 — sm a cos a, 

sin a + cos a 

d. 2 cos^ a — (V2 — yfï sin* a)* = 2 sin* a cos* a, 

e. sin* a — cos* a = sin* a — cos* a, 

/. sin* a cos* p — sin* ^ cos* a = sin* a — sin* p = cos* p — cos* a, 
g. sin* a sin* p — cos* a cos* p = sin* a — cos* p = sin* p — cos* cl. 

21. Te bewijzen : 

a. cos* p — cos* p = sin* p — sin* p. 

b. sin* a + sin* p — 2 sin* asin* p = 

= cos* a + cos* p — 2 cos* acos* p, 

c. sin A cos* B + cos* A sin B = (sin A + sin B) (1 — sin A sin B), 

d. cos A sin* B + sin* A cos B = 

= (cos A + cos B) (1 — cos A cos B). 

e. sin*a + sin*p cos*a — sin*p = sin*a cos* p, 

/. (1 + cos a + sin a)* = 2 (1 + cos a) (1 + sin a), 

1 — sin* a 1 i_ . 2 I • 4 

g. 1 w = 1 + sm* a + sin*a, 

** cos* a 

- 1 + cos* g 

^' sin* a + 2 cos^ =.sin*a + cos* a. 

22. Bewijs, dat sin (90° — a) middelevenredig is tusschen 
1 + sin a en 1 — sin a. 

23. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. cos* a — sin* p + sin* a, 

b. cos* a — sin* (90*^ — p) + cos* (90° — a), 

c. sin* 2 a + sin* (90° — 2 a), 

d. 1 — cos* (90° — a + p), 

e. 2 cos* (90° — a — p) + 2 cos* (a + p), 
/, sin (45° — a) : cos (45° + a), 

g. 1 — sin (30° + a) cos (60° — a). 

24. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. (sin a — cos a)* + (sin a + cos a)*, 
6. cos* a + 2 sin* a cos* a + sin* a, 
c. cos*a — 2 cos*a + 1, 
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sin* a sin* a 



\ 1 — cos a 1 + cos a 

e. cos* a cos* p + sin* a sin* p + cos* a sin* p + sin- a cos* p, 
ƒ VJE^^ X cos (90^ ^g) 

sina Vl —cos* (90° —af 

V 1 — cos g j y^ cos* g + cos^ g 

*' shr(9Ö^"^^ K 1— sin*(90°— g)' 

A. V2 + 2cosa + V2— 2cosg, 



I. 



IX l — sing K 1 



+ sing 



25. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

a. sin g — sin g cos* g, 

b. cos' g — cos g, 

c. sin* g cos* g + sin* g cos* g, 
</. . — sin* g + sin* g cos* g, 

e. 1 — sin* g cos^ g — cos* g, 

/. (1 — cos g — sin g)* — 2 (1 — cos g — sin g). 

26. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

sin g — cos p sin p + cos g 

sin p — cos g sin g + cos p 

b. y j2 + 2sina; — cos*a:, 

c. V Q* + 6* — - 2 a6 cos g — &* si n^ g, 

d. V g* + fc* + 2 q 6 si n g — fe* cos* g, 

e. V fl^ + 2 ai cos g sin a — (a* — 6*) sin* g. 

27. Te bewijzen : 

1 + cos g sin g 

a. - 



sin g 1 — cos g 



■■\X\ 



sm g cos a 



+ sin g 1 + sin a 
1 + sin g — cos g — sin g cos g _ 1 + sin g 



I /l + COS g sin g 
r, I / = 1 

K 1 — cos g 1 — cos g 



d. 



sin* g 1 + cos g 



e. \ 1 + 2 sin a; cos a; = sin a: + cos x. 

28. Als gegeven is g + p + y = 90°, bewijs dan 
a. cos (g + p) = sin y, 
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cog (y + ^)' 



b. sin(a + |)= _,, . 2 
29. Als gegeven is a + p + y = 180°, bewijs dan 



a. cos ^ * = sin y 

6. cos ^-^-ï *= sin (y + Ij 



§ 2. Tangens en cotangens. 

Theorie, 
a. Definitie. 

De tangens van een hoek is de standvastige verhouding van de loodlijn 

uit een willekeurig punt van het eene been 
op het andere neergelaten, tot de projectie 
van het stuk van het eerste been op het 
tweede, door die loodlijn bepaald : (Fig. 5) 




, .^^ AB CD 
tgAOB =ÖB 



EF 



OD OF 



J 7) j\ De cotangens van een hoek is de stand- 

-p "^ . ^ vastige verhouding vem die projectie en 

^tf J r^jy die loodlijn : (Fig. 5) 



cot AOB = 



OB OD OF 



AB CD EF 

In een rechthoekigen driehoek is de tangens van een scherpen hoek de 
verhouding van de overstaande tot de aanliggende rechthoekszijde, en de 

cotangens van een scherpen hoek is de verhou- 
ding van de aanliggende tot de overstaande recht- 
hoekszij de : (Fig. 6) 

BC '^ Aé^ 

tg A = ^^. cot A = gg. 




Tpj ZJ^6J 



. ü AC , „ BC 
tg B = ^^, cot B = 



BC* 



AC 



h. Formules. 



Uit A ABC (Fig. 6) volgt : 



BC \KC 

té * = -Xö en cot (900 __ «) 



AC 



AC 



dus 



of ook 



tg a = cot (90° — a) 



(Form. 7) 



cot a = tg (90° — a) 
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Ook is 



BC ^ 



AC 



tg- =^^ encot«=g^ 



1 



1 



BC tg «' 
AC 



dus 



cot a = 



1 



tg a 



(Form. 8U 



en 




Verder is (Fig. 6) 



--"^ /"^ >^/ <-^/ <i . 



tg * = A^ = 



BC AB sin'» sin« 



en cot » = i^ ^ = 



AC AB cos* c^f* ^ / / 

AC AB cos« cos* ' , f f y / 



BC AB sin * sin « 



dus 



en 



tga = 


sin a 
cos a 




cot a — 


cos a 


sin a 



(Form. 9) 
(Form. 10) 



- /• ^- 



^ '^-^ 



^.»> 






jr. 






K ( : 



j» I 



•» s. 



^-( <<(: ■- ... 



Laat men in A ABC (Fig. 7), waarin 




tg* = 



BC 
AC' 



Z « steeds grooter worden, terwijl AC even lang blijft, 
-" dan wordt de zijde BC zoo groot als men wil (terwijl « 



oo 



nadert tot 90^), Hieruit volgt tg 90o = =- oo, dus 

AC 



tg 90° = oo 



(Form. 11) 



Tij 7^ 



Laat men echter Z « steeds kleiner worden, terwijl AC 
even lang blijft, dan wordt BC ook steeds kleiner. Als 
Z « = O geworden is, dan is ook BC = O geworden. 



Hieruit volgt tg O = 

f 36 '^ - I^JPi 



o 



AC 



= O, dus 




tg O = O • 



(Form. 12) 






12 
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Laat men in A ABC (Fig. 8), waarin 
D .^...B dj 




cot « = 



AC DB 



BC AD 

/. » steeds grooter worden, terwijl BC = AD 
even lang blijft, dan wordt DB steeds kleiner 
(bqv. DB' enz.) Is Z « = 90» geworden, dan 

is DB' =» O geworden, dus cot 90® == g^ = O, 
of 



cot 90° = O 



(Form. 13) 



r^c, 8 



Laat men evenwel Z « steeds kleiner worden, 
terwijl BC » AD even lang blijft, dan wordt DB steeds grooter (bijv. DB" 
enz.) Nadert /_ * tot Oo, dan wordt DB" zoo groot als men wil. Daaruit 



co 



volgt cot o = — — -r, oo, of 



cot o = oo 



(Ferm. 14) 



Yraag^takken. 
a. Definitie. 

30. Van een rechthoekigen driehoek zijn de rechthoekszijden 
18 en 24. Bepaal de tangenten en cotangenten : 

a. van de scherpe hoeken van den driehoek, 

h, van de hoeken, waarin de bissectrices der scherpe hoeken 

die hoeken verdeelen, 
c. van de hoeken, waarin de hoogtelijn op de schuine zijde 

den rechten hoek verdeelt. 

31. Van een rechthoekigen driehoek is de schuine zijde, = 
12 en de cosinus van een scherpen hoek — Bepaal de tan- 
genten en cotangenten :# 

a, van de hoeken, die de zwaartelijnen uit de uiteinden der 
schuine zijde met de rechthoekszijden maken, 

6. van de hoeken, die dezelfde zwaartelijnen met de schuine 
zijde maken. 

32. Bepaal tangens en cotangens van een hoek van : 
a. 30°, 6. 45^ c. 60^ 



( 
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33. Van een rechthoekig trapezium wordt een diagonaal 
door de andere diagonaal rechthoekig verdeeld in stukken van 

27 en 12 en maakt een hoek met ieder der evenwijdige zijden, 

2 

waarvan de tangens — is* Bepaal : 

a, de andere diagonaal en de zijden, 

b. de tangenten en cotangenten van de hoeken, die het 
schuine been met de grootste evenwijdige zijde en met 
de diagonalen maakt. 

34. Als in den gelijkbcenigen A ABC, met den top B, BD 
-L AC en AE -L BC elkaar in F snijden, druk dan, door middel 
van de hoeken BAC = a en ABC =' p ieder van de hierna 
genoemde rechten uit in de volgende en in de voorgaande : 

BD, AD, AB, BD, BC, CA, AE, EB, EF, FB^ 

35. Als in den rechthoekigen A ABC (re.chthoekig in C) 
Z. BAD = Z. DAC = a en CE 1 AB is, druk dan door mid- 
del van dezen hoek a iedere der hierna te noemen rechten uit 
in de volgende en in de voorgaande : 

AC, DC, AD, CA, BC, BE, EC, EA, AC, AB. 

36.. Als in de ruit ABCD (scherphoekig in A), waarvan de 
diagonalen elkaar in S snijden, BE 1 AD en DF -L BC is, druk 
dan door middel van Z BAD =a iedere der hierna te noemen 
rechten uit in de volgende en in de voorgaande : 

BE, AB, AE, BE, BD, AD, AS, BD, DC. DF, BF. 

37. Van een ruit is een scherpe hoek a. Druk de oppervlakte 
van die ruit» door middel van a, uit: 

a. in de zijde, b. in de grootste diagonaal. 

38. Bepaal de oppervlakte van een gelijkbeenig trapezium, 
waarvan de evenwijdige zijden c end zijn en een scherpe hoek a is. 

39. Bij een koorde van een cirkel, die een lengte = k heeft, 
behoort een boog van a°. Bepaal den afstand van het middel- 
punt tot die koorde. 
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6. F o r m u 1 e s. 

40. Bepaal cosinus, tangens en cotangens van een hoek» waarvan 

/de sinus _ is. 

13 

41/ Bepaal sinus, tangens en cotangens van een hoek, als de 
sfhus van zijn complement i ( V 6 — V 2) is. 

' 42. Van een hoek is de cosinus a. Bepaal cosinus en cotangens 
/^an zijn complement. 

43. Druk den tangens en den cotangens van een hoek uit: 
a. in den sinus, 6. in den cosinus. 

44. Van een hoek is de cosinus A X zoo groot als de cosinus 
van zijn complement. Bepaal den tangens van dien hoek. 

45. De tangens van een hoek is V 5 — 2. Bepaal den tangens 
van zijn complement. 

46. Als de cotangens van een scherpen hoek 9 X zoo groot 
is als de cotangens van zijn complement, hoe groot is dan de 
cotangens van dien hoek? 

47. Van een scherpen hoek is het produkt van sinus, cosinus 
en cotangens 0,92 meer dan het produkt van sinus, cosinus en 
tangens. Bepaal sinus, cosinus en cotangens van dien hoek. 

48. Als de som van tangens en cotangens van een hoek 
2 g is, hoe groot zijn dan tangens en cotangens 'elk ? 

■ 

15 

49. De tangens vaneen scherpen hoek is yz ^ zoo groot als 

lo 

de cosinus. Bepaal van dien hoek den sinus, cosinus, tangens 
en cotangens. 

50. Als de som van sinus en cosinus van een hoek gegeven 

4 
is = Ir^i bepaal dan sinus, cosinus, tangens en cotangens van 

dien hoek. 
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51. Druk in ncvenstaandc figuur (fig, 9) door middel van Z a 

in AB = a uit : 

a. AE, b. EB, c. OE, d. OD, e. OF. 

52. In dezelfde figuur door middel 
van Z. a in AO = 6 uit te drukken: 
a. EB, b. OD, ,c. BC, d.FG (bissectrix 
van L AFO). 

53. Van een rechthoekig trapezium 
staat de kleinste diagonaal rechthoekig 
op het schuine been. Dnik, door mid- 
del van den scherpen hoek a van dat 

'/ trapezium, al zijn zijden en diagonalen 

uit in het schuine been a. 

54. a. Druk de stukken der diagonalen en de zijden van 
een rechthoekig trapezium, waarvan de diagonalen rechthoekig 
op elkaar staan, uit in het schuine been a en de hoeken ^ en a, 
die de grootste diagonaal met het schuine been en een der even- 
wijdige zijden maakt. 

h. Bewijs, dat in deze figuur tg p = tg^ a is. 




55. Te bewijzen: 

/ 1 



a. 



b. 



sin a 1 + sin a .„ 

X :; — \ = cot^ a, 



1 — COS a 1 + cos a 

cot o tg a 



sin^ a 



= 1, 



1 — cos^ a 

c. (sin a — cos a)^ + (sin a + cos a)^ = 2 tg a cot a, 

d. (sin a + cos a)^ = 1 + 2 tg a cos^ a, 

Q. sin a cos (W — a) + cos a sin (90° — a) = tg a tg (90° 



f. 



g' (1 + tg a) : (1 + tg (90°— a)) = tg a. 



-a), 



tg- 


180° 


a + p 




2 


tg- 


180° 


— a— p 



tg- 


a + p 


2 


tg 


a p 



56. Te bewijzen : 

^ tg P + té ^ cot p ^ cot q 
tg p — tg (/ cot q — cot p 
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6. tg a + cot a = -; » 

sin a cos a 

c. tg^ a — sin^ a = tg* a sin* a, 

d. cot* a — cos* a = cot* a cos* a, 

e 1+ ^g^ L_ 

tg (90° — a) ~ cos* a ' 

/, tg a cos* a + cot a sin* a = sin a cos x, 

sin a 



g> tg3 a + tg a == 



cos* a 



, tg* a + cot* a sin* a + cos* a 
fi^ — = = — . • 

tg a + cot a sin* a cos* a 

57» Schrijf in eenvoudiger vorm: 
a. tg a tg (90° — a), 

o, — r-ï;ï:;;o 



cot (90° — a) 
c. cot* (90° — a — p) cot (a + p), 



'1/^ 



tga 



tg (90° - a) 

COS a ,^^o 

^- ^/=r=^^TÏ5S^=^ ^ ^<^^ (90°- a). 
VI — sm* (90 — a) 

58. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. tg* a cos* a + cot* a sin* a, 

, 1 — cos a 1 — sin a 



1 + cos (90° —o) 1 + sin (90°— a) 

tg* a + cot* OL ,^^ ... 

c, ^ — , 7 (tg a — cot a)*, 

tg a + cot a ^ ^ ' 



d, cot* a — -T-ir-^ 



sm* a 



e> V (tg a + tg* a) (1 + tg (90° — a), 

/. (cot a + tg a)* — sin* a tg* a — cos* a cot* a. 



^ /l— tg*a\* , . . 2 2 

5' Ir+Tg^-j + 4 sm* a cos* a. 
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§3 Herhalind 1 



^ 59. Van een gelijkbeenigen driehoek is de cosinus van den 
r 3 4 

tophoek c en de hoogtelijn op een been ^ -y^ Bereken de zij- 

den van dien driehoek en de sinussen, cosinussen, tangenten en 
cotangenten van zijn hoeken. 

60. Als gegeven is, dat de som van tangens en cotangens van 
een hoek — ^ X zoo groot is als hun produkt, bepaal dan : 

a. tangens en cotangens van dien hoek, 

b, sinus en cosinus van dien hoek. 

y 61. Als de hoogtelijn van een ruit 24 en de tangens van een 

3 . 
scherpen hoek 3y is, bereken dan de zijden van die ruit en de 

cosinussen, sinussen, tangenten en cotangenten van zijn scherpe 
hoeken en van de hoeken, die de diagonalen met de zijden maken. 

62. Bepaal den omtrek van een rechthoekigen driehoek, 
waarvan de hoogtelijn op de schuine zijde h en een scherpen 
hoek A is. 

63. Van een vlieger ABCD, waarvan de dic^gonalen AC en BD 
elkaar in S rechthoekig snijden en AS = SC is, is gegeven 
AC = 4, tg BCA = i en tg DCA = 2. Bereken de zijden van 
dien vlieger en sinus, cosinus, tangens en cotangens van Z ADC. 

64. Het schuine been = s van een rechthoekig trapezium staat 
loodrecht op de kleinste diagonaal en maakt een hoek A met 
de grootste evenwijdige zijde. Bepaal de oppervlakte van dat 
trapezium, 

J" 65. Aan twee cirkels, die buiten elkaar liggen (stralen 40 en 15), 
is de gemeenschappelijke uitwendige raaklijn getrokken. Als deze 
met de verbindingslijn der middelpunten een hoek maakt, waar- 
van de cotangens 2,4 is, 

a, hoe groof is dan de afstand der raakpunten A en B en 
de afstand der middelpunten M en N, 
6. hoe groot zijn sinus, cosinus, tangens en cotangens van de 

2 



18 I § 3. HERHALING 1. 

hoeken, die de raaklijn maakt met de verbindingslijnen van het 
midden van AB met M en N? 

66. Bewijs : 

^ tg (90° — g) + tgp _ tg g + tg (90° ^ p) 

''• tg (90" —g) - tgp "" tg (90° -p) - tgg' 
h, sin g cos g + cot g cos^ g = cot g. 

67. In den rechthoekigen A ABC (rechthoekig in A) wordt de 
bissectrix CD = p, die met CA een hoek ACD = H maakt* 
door de hoogtelijn AE gesneden in F. Druk in deze gegevens uit : 

AC. AD, CE. AB, AE^ EB, CF. 

68. Schrijf 'in eenvoudiger vorm : 



sin a + sin (90° 
°* tg a + 1 


— g) . sin^ g 1 — sin^ g 

1 + cos g ' cos g 


69. Bewijs : 




1 — sin' a 


■ ^f - 1 ■■ «^«-«n Jk# ^^^O^ mm 


"' sin^ g — sin g + 


« — z t sm g — cos g« 
cos^ g 


, sin^ g + sin^g+cos^ g ^ . „ 

&. T-\ — \ — 2 — vSm g — cos^ g* 

• 1 + sm g 



70. Het verschil van de vierde machten van sinus en cosimus 

van een hoek is— tt-; X zoo groot als de som van de kwa- 
l-r a 

draten van sinus en cosinus van dien hoek. Bepaal den sinus 
van dien hoek. 

71. Bewijs : 

a. sin^ (60° — g) — sin^ g + sin^ (30** + g) = cos* g, • 

, sin g + cos g , sin g — cos g _ 2 

o, — 1 — r 



sin g — cos a sin g + cos g 2 sin^ g — 1 



72. De cosimus van een hoek, dien een koorde =-1/ 12 — 6-^ 3 
van een cirkel met de raaklijn in haar uiteinde maakt, is 
i r/^ + yx Bereken : 

a. den straal van den cirkel. 

6. den sinus van den middelpuntshoek, die bij de koorde 
behoort. 
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73. Schrijf in eenvoudiger vorm: 
1 — sin^ a — sin a + sin' a 



a. 



cos a — cos a sin a 
6. V sin^ X — cos^x + cos* x. 



§ 4» Stompe hoeken* 

Theorie. 

Volgens de definitie (zie § 1) is den stompen hoek A'OB (Fig. 10) 




sin A'OB = 



OA' 



7^» f io. 



Hiexln heeft A'B' hetzelfde teeken als AB, 
d.i. A^B' is positief, omdat wij bij een scher- 
pen hoek AOB AB ook positief genomen 
hebben; — OA' is evenals OA positief, om- 
dat bij de draaiing van het been OA om O 
het stuk OA vanzelf in den stand OA^komt. 
De sinus van een scherpen hoek is dus positief. 



Volgens de definitie is ook (Fig. 10) 



cos A'OB = 



OW 
ÜA'* 



Hierin heeft OB' het tegengestelde teeken van OB. Daar wij bij een scher- 
pen hoek AOB OB positief genomen hebben, moet OB' als negatief beschouwd 

worden. Dus is p^^ ook negatief. 

De cosinus van een stompen hoek is dus negatief. 
Verder is volgens de definitie (zie § 2) (Fig. 10) 

tg A'OB - ^ 

OB' 



en cot A'OB = 



A'B' 



Hierin is A'B' positief, OB' negatief (zie boven). De beide verhoudingen 
2qn dus negatief. 
De tangens en de cotangens van een stompen hoek zijn negatief. 

. Wannefer (Fig. 11) Z AOB ^ « en 
Z A'OB = 1800 — • is, is Z A'OB' = «. 
Hieruit volgt, als men OA' = OA neemt, 
waardoor ook A'B' = AB en B'0 =0B is. 




Fif // 



sin A'OB = 



A'B' AB 



OA' OA 



= sin AOB. 



of 




(Form. 15) 



■t 
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en 



of 



'cos A'OB == 



OB' 
OA' 



OB 
OA 



— cos AOB. 



cos (180' 



a) = 



cosa 



(Form. 16) 



Verder (Fig. 11) 



A'B' AB 

tgA'0B«AB.^^AB^^^^^Q3 



of 



en 
of 



tg (180° — oc) tg a 




«^ OB' OB ^ _„ 

'^^ A'B' ^- AB - - ^^* ^^^ 


cot (180° a) - cot a 





(Form. 17) 



(Form. 18). 



In woorden: De sinus van het supplement van een hoek is gel^k aan den 
sinus van dien hoek. 

Cosinus, tangens en cotangens van het supplement van een hoek zijn gelijk 
aan het tegengestelde van cosinus, tangens en cotangens van dien hoek. 



Vraagstukken. 



1 



74. Van een stompen hoek is de sinus -^^ Bepaal cosinus, 
tangens en cotangens van dien hoek. 

75. Bepaal sinus, cosinus, tangens en cotangens van eeo 
/noek van : 

a. 120°, 6. 135°, c. 150°, d. 180°. 

144 1 

76. Van een stompen hoek is de sinus — _ X zoo groot als 

o5 

het kwadraat van den tangens. Bepaal den cosinus van dien ho'ek. 

77. Als gegeven is, dat de tangens van een stompen hoek 2 x 
zoo groot is als de cotangens, bepaal dan: 

a. den tangens en den cotangens van dien hoek, * 

6. den sinus en den cosinus van dien hoek. 

78. De som van sinus en cosinus van een hoek is ^ van hun 

verschil. Bepaal van dien hoek: 

a. sinus en cosinus, b. tangens en cotangens. 
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79. Van een stompen hoek is het kwadraat van de som van 

tangens en cotangens 2— meer dan het kwadraat van den 

cotangens. Bepaal van dien hoek : 

a. tangens en cotangens, h. sinus en cosinus* 

80. Vaneen gel^kbeenigen driehoek is de basis 312 en haar 
projectie op een been 288. Bereken de sinussen, cosinussen, 
tangenten en cotangenten van de hoeken van dien driehoek. 

81. In een rechthoekig trapezium is de stompe hoek a en de 
insluitende zijden zijn beide b. Druk de zijden en de diagonalen 
van dit trapezium in deze gegevens uit. 

82. In een driehoek is een stompe hoek = a en de projectie 
der insluitende zijden op elkaar zijn p en q. 

Druk in deze gegevens uit: 

a, de hoogteUjnen op de insluitende zijden, 

6. de insluitende zijden, 

c. de derde zijde. 

83. Als van een parallelogram de oppervlakte /en de zijden 
a en 6 gegeven zijn, bepaal dan sinus, cosinus, tangens en 
cotangens van zijn hoeken. 



84. Te bewijzen: 

a. sin (90^ — a) = sin (90° + a), 

b. tg (90° — a) tg (180*" _ a) = — 1, 

c. sin2 (45° — a) + cos^ (135° + a) = 1, 
^ sin^ (180° — g) — cos" (18 0° — a) ^ 

cos (90° — a) + cosa 

= 1 + cos (180° — a)cos (90° — a), 
e. tg^ a cot a sin a cos a — 1 = cos a cos4180° — a). 

. v85. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

a. cos (90° — a) + cos (90° + a), 

b. tg a ig [90" + a), 

c. cosa cos (180° — a) — sin a sin (180° — a), 

d. cos a tg (180° — a) + sin (90° — a) cot (90° — a), 

e. cos (30° — a) sin (150° + p) + sin (30° — p) cos (150° — a), 
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/. Jsin (45° + a) + cos (45° + a) !« + 

isin (135° — a) +cos (135° — a)',*, 
1 + tg (180° — g) 

^' tg(90°-a)-l' 

^ 86. Als gegeven is a + p + y = 180°, bewijs dan : 

a. cot (a + p) = — cot y, 

. cos (90° — g) _ 

*' sin (p + y) ' 

c. tg (g + y) + cot (90° _ p) = O, 

d. sin (g + p — 90°) = cos y, 

e. tg (p +'y) tg (90° - g) = _ 1, 

f. sin* (g + p) + cos'y = 1- 



4 

§ 5. Tafels'*') (zonder logarithmen), 

^ Vraagstukken. 

87. Bepaal de rechthoekszijden van een rechthoekigen driehoek 
met een schuine zijde van 5 en een hoek van 31^. 

88* Een rechthoekige driehoek heeft een hoek van 21^15'. 

V 

Bepaal : 
a» de kleinste rechthoekszijde, als de grootste == 3 is, 
6. de grootste rechthoekszijde, als de kleinste = 2 is« 

89. Als in een rechthoekigen driehoek een hoek 63° 15^ en de 
aanliggende rechthoekszijde = 7 zijn, bepaal dan : 

a. de projectie dezer rechthoekszijde op de schuine zijde, 
6. de hoogtelijn op de schuine ^ijde, 
c. de andere rechthoekszijde. 

90. . Van een rechthoekigen driehoek is een hoek 55° 45^ en 
de hoogtelijn op de schuine zijde 11. Bepaal : 

a. de afstanden Van het voetpunt dezer hoogtelijn tot de 

rechthoekszijden, 
6. de schuine zijde. / 

91. Bepaal van een gelijkbeenigen driehoek met een been =12 
en een tophoek van 47° 30' basis» hoogte en hoogte op het been. 



*) Zie bijv. dr. B. Gonggrijp. Logarithmische en goniometrische tafels, uit' 
gave B of D. (P. Noordhoff). 
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92. Bereken de hoeken van een ruit : 

a. waarvan een zijde 10 en een diagonaal 7»8146 is, 

b, waarvan de diagonalen 8 en 50,51 zijn. 

93. Van een rechthoekigen driehoek is een rechthoekszijde 12 
en de hoogtelijn op de schuine zijde 5,90904. Bereken de hoeken 
en de andere rechthoekszijde van den driehoek. 

94. In een rechthoekig trapezium met een hoek van 32^ 15' 

heeft de kortste diagonaal een lengte = 7 en staat loodrecht 

op het schuine been. Bereken de kortste drie zijden van dit 

trapezium. 
« 

95. In een gelijkbeenig trapezium zijn de evenwijdige zijden 
25 en 15 en een hoek is 59° 30'. Bepaal de oppervlakte. 

96. In een rechthoekigen driehoek is een hoek 51** 30' en 
de bissectrix van dien hoek is 10. Bereken de overstaande 
rechthoekszijde. 

97. Als gegeven zijn de schuine zijde = 2000 en een recht-» 
hoekszijde = 733 van een rechthoekigen driehoek, bepaal dan : 

a. de hoeken van dien driehoek, 
6. de andere rechthoekszijde. 

98. Als gegeven zijn een rechthoekszijde =250 en de hoogtelijn= 
199 op de schuine zijde van een rechthoekigen driehoek, bepaal dan : 

a. de hoeken van dieu driehoek, h. de schuine zijde. 

99. In een cirkel met een straal = 20 is een koorde = 37,8208 
getrokken. Bepaal : 

a. het aantal graden vanden bij die koorde behoorenden boog, 
6. de afstanden van het midden van dien boog tot de uit- 
einden der koorde. 



§ 6. Secans en cosecans. 

Theorie. 

De secans van een hoek is het omgekeerde van den cosinus van dien hoek: 



1 

sec a = 



cos a 



(Form. 19). 



24 



I § 6. SEC- EN COSEC. 



De cosecans van een hoek is het omgekeerde van den sinas van dien hoek 



1 



coscc a = — 



sin a 



(Form. 20) 



Uit deze bepalingen volgt : sec O = — = — = 1 en cosec O 

cos O 1 

— ~ oo, ilug 

sec 0=1 
cosec O = oo ; 

sec 900 = . = oo en cosec 90® = . ^,. = t = 1. dus 

cos 90" sm90<* 1 

sec 900=00 
cosec 900 = 1. 



sinO 



Verder is cosec (90® — *)— — 



1 



1 



sin (90* — «) cos « 



= sec «, dus 



cosec (90° — a) = sec a 



(Form. 21). 



1 -h tg2« = 1 + 



sin^« cos2« + sin^« 



cos^ et 



cos2 



cos2« 



sec^tf, dus 



sec^ a = 1 + tg^ a 



(Form. 22). 



1 + COl2« = 1 -f- ^^;^. = 



cos2« sin-« 4- cos~dc 



sin2« 



* *> 
sm-« 



= . » = coscc^ «, dus 
sm-« 



cosec- a = 1 + cot" a 



sec (1800 — it) = 



1 



1 



1 



cosec (180®— «) = . 



cos (180^ — cc] — cos« 
sec (1)80® — «) = 

1 1 



cos* 

sec » ; 



(Form. 23). 



= — sec a, dus 



= cosec et, dus 



sin ( 1 80® — « sin « 

cosec (180® — «) = cosec «. 



Vraagstukken. 

100. Bereken de overige 5 goniometrische verhoudingen van 
een hoek als gegeven is: 

a. de cosinus = — -^* 
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6. de sinus = -^ (de hoek is stomp), 

c, de secans = 2, 

cf. de cosecans = a (de hoek is stomp). 

101. a. Bereken de overige 5 goniometrische verhoudingen van 

een scherpen hoek, waarvan de tangens is -j-' 

o 

X 

b. Eveneens van een hoek, waarvan de cotangens is — 7=- — — * 

102. Bepaal secans en cosecans van een hoek van: 

a. 30°, 6. 45°, c. 60°, d. 120°, e. 135°, /. 150°, g. 180°. 

103. Druk, door eerst sec a of cosec a te berekenen, cos a en 
sin a uit in : 

a. tg a, 6. cot a. 

104. Bewijs : 

sec a ^ , sec (90° — a) . 

a. tga, O. T^;^ r = cota, 

cosec a cosec (90 — aj 

c. sec a cos^ a + cosec a sin^ a = 1, 

d. sec^ a + cosec^ a = sec^ a cosec- a, 

e. cosec a — sin a = cot de cos a, 
/. sec % — cos a = tg a sin a, 

g. cosec a cos a + sec a sin a = cosec a sec a. 

'105. Bewijs: 

a. (sec^ a — r 1) cot a = tg a, 

, 1 + cot^a .„ 

o. ^^ = cot^a, 

sec* a 

c. (l+sec(180°— a))2 — (1 + cosec (90°— a))^ = 4 sec (180°— a), 

j tg^a 

a. ^ . = cos a, 

sec a — sec a 



e. ^^?5^-;=l^l-A-cosni80°-a)=tgn90^-a)sinM90°-a), 
cot (90 — a) V . 

f cosec a — sin a . , 

'• — 7^ ; \ == cos a sm- a, 

cot"* a + cot a 
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106. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a» sin a cos a tga cotdc sec a cosec a, 
sin-a tg a sec a 



b. 



cos a cot a cosec a 



sm a cos a tg a « sm a cos oc cot a 
c. ' — - — - — , a, — —, 

seca coseca cot a sec a cosec a tga 

e. sin^ (a + p) + tg^ (a + p) + cos^ (a + p), 

f. (cosec p — 1) (cosec ^ + 1)» 

g. sin^ a + sec^a -f- cosec^a — tg^a — cot^ a + cos^ a. 

107, Schrijf in eenvoudiger vorm ; 

a. cot (90° — a) cot a — cot (180° — a) cot a, 

. cosec (90^ — g) . 

*• cos (180° -dc) - *^ ^^^° - ^^ "^^^ ^^*^ ~ ^^' 

c. tg (90° — a) tg a — sec (90° — a) sin a + tg a, 

d. cot (90° — a) cot a — cosec (90° — a) sin a + tg a — scc^ a, 

e. cosec a (cosec a — sin a) — cot^ a, 
/. 1 + sin^ a + tg^ a sin* a, 

^. 1 + cos* a + cot* a cos* a, 

A, sec* a cot* a — — ^-^ — — cot* a. 

scc^ a 

108. Schrijf in eenvoudiger vorm: 
1 + sin a 1 + sec a 



1 + cos a 1 + cosec a 

, 1 + tg a coseca — seca 

o. 77 f c. — , 

sec a -r cosec a 1 — cot a 



d. 



sec a 4- cos ec g 
cosec g + cot a cosec a 



^' ( TTT "I ^^ I ^é a» 

ysec a + 1 seca — 1 J * 

/. z ] — T- 1 cot g, 

ycosec g — 1 cosec g + 1 

g. sec*x (1 — sin^A:) — tg*.^:, 

h. cosec* y (sin^y — 1) + 2 cot*y. 

109- Gegeven zijn twee scherpe hoeken g en (3 en de kleinste 
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hoogtelijn h van een stomphoekigen driehoek. Bereken de zijden 
en de andere twee hoogtelijnen, 

110. Druk, door middel van den basisboek a, de beenen en de 
hoogtelijnen van een gelijkbeenigen driehoek, alsmede de stukken, 
ivaarin de hoogtelijnen elkaar verdeelen, uit in de basis a. 

111. Van een rechthoekig trapezium staan de diagonalen recht- . 
hoekig op elkaar. Druk, door middel van den hoek a, dien de 
kleinste diagonaal met het rechthoekige been maakt, alle zijden 
en diagonalen en de stukken der diagonalen uit in het recht- 
hoekige been a. 

112. De som van tangens en cotangens van een stompen hoek 

1 
is 2^ X begrepen op de som hunner derde machten. Bereken 

den secans van dien hoek. 

113. Van een stompen hoek wordt het kwadraat van den secans 

^ X zoo groot, als men het met 1 vermindert. Bereken 
. 2 

den cosecans van dien hoek. 



114. De cosecans van een scherpen hoek is gelijk aan het kwa- 
draat van den cotangens. Bereken de 6 goniometrische verhou- 
dingen van dien hoek. 

§ 7. Herhaling 2. 

115. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

/ cosa , 1 \ 4^ 

fl* i — r H r tg a, 

ycos a + 1 seca — IJ ^ 

u i ^ sing V 

o. T- — j — 7- cota. 

ycosec a — 1 sm a + 1 y 

116. Als het produkt van den secans en het kwadraat van den 

15 
cotangens van een hoek — —- is, bereken dan den cosinus van 

lo 

dien hoek. 

117* Bewijs: 

a. (sin a + cos a)^ — cosec^ a = cos a cosec^a (2 sin^ a — cos a). 
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^- seXtè?~+%l -^ cos{180°_p)sin(180°-p)=cos*ptg(90-— p). 

sin a — cosec^ a -^ , /« i \ 

c. 7 = tg a + sec a (1 + coscc a), 

cos a — cot a 

118. In een rechthoekigen driehoek is .een rechthockszijde;;^^^^^ 

X ZOO groot als de hoogtelijn op de schuine zijde, terwijl de 
andere rechthoekszijde 25 cM« is. Bereken de hoeken en de 
eerstgenoemde rechthoekszijde. 

1 19^ Van een ruit is de zijde 20 en de oppervlakte 393,3. Bepaal ; 
a. de hoeken, b, de diagonalen. 

120. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

a. 4 sin^ a + (cos a — sin^ a sec a)^, 

k tg (90^ — g) 1 + cosa cos (180° — a) 

tg a sin a sin (180° — a) cos^ a tg^ (180° — a ) ' 

121. Van een hoek is het quotiënt van zijn sinus en den secans 
van zijn complement \0,75. Bepaal den secans van zijn supple- 
ment. 

122. Bewijs : 

a. sec^ a sec^ (90° _ a) — (tg a — tg (90° — a))^ = 4, 

. /. cot a — 1\ /. sec a — cosec a\ 

6. 1 — — ; — - pi — ■ = tg a. 

\ cot a + 1 ƒ y sec a + cosec olJ 

123^ Als van een gelijkbeenigen driehoek het been 5 en de 
tophock 101° SO'^^is, bepaal dan: 

a. de oppervlakte, b, basis en hoogtelijn op de basis. 

124. Druk in een rechthoekig trapezium, waarin het schuine 
been en de kleinste evenwijdige zijde gelijk zijfl, in het recht- 
hoekige been h en den stompen hoek a uit: 

a. de drie overige zijden, 6. de grootste diagonaal. 

125. Ontbind in factoren : 

a. cot* a — 3 cosec^ a — 1 , 

6, sin a — sin a cos* a — 5 sin^ a, 

c. tg* a + tg^ a — sec^ a, 

d. cos a — cos^ a — 2 sin^ a cos^ a. 
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126. Bewijs : 

a. (sin a + tg a) (tg (90°— a) + coscc (180*^— a)) = t^ +cos aF^ 

cos a 

^ ('COt^ g — 1)^ _ (tg2 g _ 1)2 

cot'* g T tg'^ g 

127. Druk in een vierhoek met twee overstaande rechte hoeken 
de zijden en de grootste diagonaal uit in een der zijden en in 
de hoeken, waarin de grootste diagonaal een der hoeken van 
den vierhoek verdeelt» 

128. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. sin^ g + 2 cos^ a — 1 — cos* a, 

b. 1 + tg^ g — 2sec^ a + sec* g. 



§ 8. Tafels *) (met logarithmen). 
a. Zonder interpolatie. 

129. Bereken de tweede rechthoekszijde en de hoogtelijn op de 
schuine zijde van een rechthoekigen driehoek, waarvan gegeven 
is, dat de grootste rechthoekszijde 0,0178 en de kleinste scherpe 
hoek 25° 43' is. 

130. Van een gelijkbeenigen driehoek is de hoogte 0,06089 en 
de tophoek 31° 30'. Bereken: 

a. de basis, 6. de hoogtelijn op het been. 

131. In A ABC maakt de hoogtelijn BD = 169 met de zijden 
AB en BC hoeken van 59° 55' en 23° 5'. Bereken ; 

a. de zijde AC, b. de hoogtelijnen uit A en C. 

132. Van een rechthoekigen driehoek is de grootste rechthoeksr 
zijde 15,237 en de kleinste hoek 30° 49'. Bereken de overige 
zijden en de hoogtelijn op de schuine zijde. 

133. Bereken in een gelijkbeenigen driehoek met een basis = 25 



*) Zie b^v. dr. B. Gonggrijp, Logarithmische en goniometrische tafels, uit- 
gave B of D (P. Noordhoff). 
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en een tophoek = 50° 18' het been en de projectie van het 
eene been op het andere. 



134. Bereken de hoeken van een rechthoekigen drieho'eki als 
zijn schuine zijde 48,902 en een der rechtshoekszijden 15,247 is. 

135. In een rechthoekig trapezium is het schuine been 13,245, 
de grootste evenwijdige zijde 32,034 en de ingesloten hoek 
60^27'. Bereken: 

a. de andere zijden, 

b, de hoeken, die de grootste diagonaal met de vier zijden maakt. 

136. Bereken de hoeken en zijden van een gelijkbeenig trape- 
zium, waarvan de hoogte 0,7609 is en een diaconaal = 1,305 
den scherpen hoek middendoor deelt. 

■ * 

137. In een ruit zijn de diagonalen 20,005 en 11,2187. Bepaal: 
a. de hoeken, 6. de zijden. 

138. Bereken de schuine zijde van een rechthoekigen driehoek, 
waarvan de rechthoekszijden 8,7060 en 17,2476 zijn. 

139. In een gelijkbeenigen driehoek is het been 7,32 en de 
hoogtelijn op een been 5,632. Bepaal de basis en de hoogtelijn 
op de basis. 



6. Met interpolatie. 

140. Van een driehoek is een zijde a = 0,023905 KM. en een 
aanliggende hoek B = 6^51' 50''. Bereken de hoogtelijn op de 
zijde c en de projectie van a op c. 

141. Een scherpen hoek van een rechthoekigen driehoek is 
3° 5' 40'' en de hoogtelijn op de schuine zijde 0,057 M. Bereken: 

a. de schuine zijde, 6. de rechthoekszijden. 

142. Bereken de zijden van een driehoek met een hoogtclijn = 
7,0395, als de aanliggende hoeken van de zijde, waarop de 
hoogtelijn is neergelaten, zijn 119° 23' 35" en 27° 13' 42." 

143. Van een driehoek i» de zijde 6 = yJY, L A =53° 21' 40", 
Z B =33° 20' 20." Bereken : 

a. de hoogtelijn op c, c. de hoogtelijn op a, 
6. de zijde a, d, de zijde c. 
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144. Bepaal de oppervlakte van : 

« 

a. een rechthoekigen driehoek met een schuine zijde = 
12,359 M en een hoek = 29° 57' 23," 

b. een parallelogram met twee zijden = 1,3897 HM en 0,6045 
HM en een ingesloten hoek = -72° 23' 47/' 



■ 145. Bereken de hoeken van een rechthoekigen driehoek met 
een schuine zijde van 5 cM en een rechthoekszijde van 4 cM, 
alsmede de deelen, waarin de zwaartelijn op deze rechthoekszijde 

'- een hoek van den driehoek verdeelt. 

146, In een rechthoekig trapezium staat de kleinste diagonaal 

= 10,876 loodrecht op het schuine been = 5,234. Bereken de 

hoeken en de onbekende zijden van het trapezium. 

i, - 
^ 147. Bereken het been van een gelijkbee nigen driehoek, als de 

basis 19^ 128 en de hoogtelijn öp de basis 1?^ 128 is. 

. 148. Op het verlengde van een koorde AB = 15,3 van een 
•r cirkel (M) met een straal = 18,7 neemt men een stuk BC = 2,9 
. en trekt de raaklijn CD aan (M). Bereken : 

a. Z CAM, 6. Z. MCD. 

149. Bereken zijden en hoeken van een parallelogram met een 
1 oppervlakte van, 400,73 cM^, als een zijde = 16,35 cM loodrecht 
. op een diagonaal staat. 

150. Bereken de hoeken van een vierhoek, waarvan drie opeen- 
i/volgende zijden zijn 17,238; 25,897 en 24,380, als 'de hoek 

F' ■ 1 t i< ««l t t til Ij.** 



ï 



tusschen de eerste twee zijdenen de overstaande hoek recht zijn. 



\ 



^^ § 9. Meer hoeken. \ 

4' Theorie. 

il LGrondformulcs. 

a. 1. Sinus van de som van twee hoeken. 

Zij (Fig. 12) Z EOC = « en Z COA = /3. dus Z AOB = « + ^. 
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. .^-5 AB AD + DB AD+CE ACco8«+OCsin« 
smAOB =öA"- ÖA ^-ÖA-= ÓA 

= rTir COS « + 7^-7- SUl « =» 8111 13 COS « + COS /3 Sin «. 

OA OA 

Dus 



7^y fi 



Tj^3 



sin (a + p) = sin a cos p + cos a sin p 



(Form. 24.) 

2. Sinui van het verschil van twee hoeken, 
Zvi (Fig. 13) Z. EOC - « en Z COA = fi, dus 

Z AOB = « — /3. 

n • r fli • Ann AB DB-DA 

Dan IS sm [» — pJ « sin AOB = 




CE~DA 
OA 



OA OA 

OC sinat -7- AC COS* _ 
OA ~ 



AC AC 

^ . sin et — T^-r- COS « = COS j3 sin «—sin /3 cos «. 

OA OA 

Dus 



sin (a + p) = sin a cos p — cos a sin p 




(Form. 25) 

3. Cosinus van de som van twee hoeken. 

, . ^. OB Oh— BE 
In Fig. 12 is cos [* + ^) = qA ^ ÖA 

OE — CD OC cos « — AC sin » 



OA 



OA 



OC AC . , . o • 

^^r cos « — 7^-r Sin « == cos ^ cos » — sin ^ sin *. 
OA OA 

Dus . 



cos(a +p) = cos a cos p— a sin a sin 3 



(Form. 26) 

4. Cosinus van het verschil van twee hoeken. 

, ^, OB 0E4-EB __ 
In Fig. 13 is cos (« — P) = _ = ^^- 

4^^ 0E+ CD OC cos« -f AC sin« OC , 

. = t:^-.. = 7=;~r cos«-h 

: OA OA OA 

A r* 

jr-r sin « = cos ^ cos « + sin ^ sin «. 

OA 

Dus 




TjïJ 



(Form. 27) 
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IL Afgeleide formules* 

5. Is in form. (24) ^ = «, dan vindt men 



sin 2 a = 2 sin a cos a 



. (Form, 28) 



Eveneens uit form. (26) door ^ =^ « : 



COS 2 a = cos^ a — sin^ a 



. (Form. 29a) 



De laatste formule kan herleid worden met het doel om cos 2» enkel in cos » 
of enkel in sin » uitgedrukt te verkrijgen ; het eerste door sin^ » te vervangen 
door 1 — cos^ « : 



COS 2 a = 2 cos^a — 1 



, (Form. 29b) 



het laatste door cos^ » te vervangen door 1 — sin^ » : 



cos 2 a = 1 — 2 sin^ a 



(Form. 29c) 



b. Lost men uit form. 29b, in den vorm cos p — 2 cos* — 1 (als men 



2» = p stelt), cos — op : cos ^ == 1 y/^ — 



+ cos p 

— ^2 • en vervangt pweer 



door «, dan vindt men 



cos è a =r 



.=l/ï 



4- cos a 



. (Form. 30) 



Eveneens uit form. 29c 



sin è a = 1/ - 



cos a 



, (Form, 31) 



fil VI 9 êL 

en, aangezien tg I « = ——* bij deeling van form. 31 door form. 30, 

cos t ee, 



tg i 



«=V^ 



1 — COS a 



+ COS a 



(Form. 32) 



c. Deelt men de overeenkomstige leden van form. 24 en form. 26 door 
elkaar, dan krijgt men tg (« + ^) = sin ^ cos ^ + cos » sin ^ ^ ^^^^^^^ ^^ ^^^_ 



mer deelen door cos * cos ^] 



cos » cos ^ — sin » sin ^ 

iBin » sin^ 

-i_ , 

cos« sos^ tg« -f tg/3 



1 — 



sin « sin /3 1 — tg« tg ^ 
cos« cos^ 
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Dus 



^^ (- + p) = r=i^ t^ 



. (Form. 331 



Eveneens bij deeling van form. 25 door form. 27 : 



X / «^ tg a — tg ö 

*Ê ("^ - P) = 1 + tg a tg p- 



. (Form. 34) 



Stelt men in form. 33 ^ = «, dan vindt men 



2 tg a 



(Form. 35) 



d. Door optelling van de formules 24 en 25 vindt men 

sin (« + ^) + sin (« — /3) = 2 sin « cos /3, 



of, als men « + /3=3p en « — /3=^ stelt, waardoor « 
wordt, 



_ P + ^ 



en^ = -^ 



P-J 
2 



sin p + sin q 


= 2sinP 2 '^ *=°^ '' 


2 



(Form. 36) 



Hierdoor is de som van twee sinussen vervangen door een produkt. 
Eveneens door aftrekking van form. 24 en 25 : 



• 




> 






2 

• 


• 


P 




q 




p 


+ 


q 


sm 


P 


— sm 


9 




sm 




2 




COS 




2 





(Form. 37) 



Hierdoor is het verschil van twee sinussen vervangen door een produkt. 
Door optelling van form. 26 en 27 : 



COS p + cos q = 


= 2 cos^^-— ^ cos -^^ö-^- 



(Form. 38) 



Hierdoor is de som van twee cosinussen vervangen door een produkt. 

Trekt men form. 26 van form. 27 af. dan vindt men 

cos (« — /3) — cos (« -f- /3) = 2 sin « sin /3. 

D —1— fi 

Stelt men hierin « — /3=p en« + /3 = ^, waardoor « = ^- — ^—^ en ^ = 



q —p 



wordt, dan vindt men 















2 


m 


p 


— 


q 


• 


g' 


■ 


p 


cos 


p 




cos 


9 




sm 




2 




sm 




2 





(Form. 39) 



Hierdoor is het verschil van twee cosinussen vervangen door een produkt. 



I § 9. MEER HOEKEN. 35 



Vraagstukken. 

a, sin (a + {^) enz. ; sin 2 a enz. 

2 

151. Als sin a = i en sin p = — yf2'isi terwijl a scherp is en 

P stomp, bereken dan : 

a. sin (a + p), 6. sin (p — a), c, cos (a + p), cf. cos ( p -:- a). 

1 9 

152. Alscos^p=— en cosec g = tz^xI 14 [p stomp en q 

2ö Zo ^ 

scherp), bepaal dan : 

a. cos (p + q), h. cos (p — qr), c. sin (p + qr), c/. sin {p — ^^qr). 

153. Als sin x = 0,6 en siny = 0,28 [x en y beide scherp), 
bepaal dan hoeveel sin [x + y) minder is dan sin ;c + sin y. 

154. Herleid, als a < 60° en p > 135° is, 

a. sin (a + *90°), d. cos (p — 90°), g. cos (<y + 120°), 

6, sin (p — 90°), e. sin (a + 45°), h. cos (p — 135°). 

. c. cos (a + 90°), /. sin (p — 60°), 

155. Druk uit*: 
a. sin 3p in sinp, 6. cos 3p in cosp. 

156. Druk cos 4p uit : 

a. in cosp, b, in sinp. 

157. Druk uit : 

a. de verhouding van sin 4 p en cos p, in sin p ; 

6. de verhouding van sin 4p en sinp, in cosp. 

161 

158. Als cos [x + y) = sin jc en sin y = ^r^^rt bereken dan 

^sin X en cos ;c. 

^ 159. Bewijs : 

• . *xo s in (g + p) 

a. sm a + cos a tg ö = ;r~~^* 

^ ^ cos p 

o, cos a — sm a tg B = — ^> 

7 '^ cos p 

I xo cos (a — 3) 

c, sm a + cos a cot ö = ^ — - — ^— i 

*^ sm p 

A tg a cos p - sin p = '-^^ --ê^-ï 
f ^ ^ cos a 



c. 
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, cos a — B 

e. sec a sin a + cosec ö cos ö = 7-^1 

^ ^ cos a sm p 

X • o • o sin (a— p) 

f. sec a sin a — sec 3 sm ö = ^-4—» 

^ ^ cos a cos p 

g. sec a + cosec a cot p = 2 cos (a — p) cosec 2a cosec ji, 
ft. cosec a — sec a tg p = 2 cos (a + p) cosec 2a sec p. 

160. Bewijs : 

a. sec i a cosec J a = 2 cosec a, 

f. 1 — cos 2 a ^ i4 , 1 

^^ _^ = 2 (1 + cos al, 

1 — cos a 

1 + cos 4 a _ o n • n \ 

7— r — ^ — ö — = 2 (1 — sin 2 a), 
1 + sm 2 a 

, cos a — cos p ^ , . 1 _L • 10^ 

"* ^ — r^ ^~i = 2 (sin ia + sm i p), 

sm 4 p — sm i a ^ 

e» 2 cos a cot 2 a = cosec a cos 2 a. 

16L Bewijs : 

. 1 o sin (a + 6) , 

a. tga + tgp = ^^ ^, 

^ ^^ cos a cos p 

A *^ ^^a sin (a — p) 

o. tg a — tg S = ^f 

^ ^ '^ cos a cos p 

. , . o sin (a + p) 

C. cot a + cot 3 = — r— ^ : — ^^^^, 

'^ sm a sm p 

^ * 40 sin (p — a) 

a. cot a — cot 3 = — . , ^ 1 

^ sin a sin p 

cos a sm p 

X A x^ o cos (a + P) 

t cot a — tg p = — ^ — ^^ -^, 

sin a cos p 

g* tg a + cot a = 2 cosec 2 a, 

ft. cot a — tg a =2 cot 2 a, 

L cos a (cot a — tg a) = cosec a cos 2 a, 

ft. sin a (cot a — tg a) = sec a cols 2a. 

162. Bewijs : 

r. 1 + cos^ 2 g .414 

a, ^ = sin* a + cos* a, 

• (1 — cos 2 a) (1 -^ sec 2 a) . . 

o. = sin'^ a COS" a, 

4 sec 2 a 



; / f'fi'''^'ii '-'''^''^^■' 



a. 



b. 
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c. sin^ 2 a = 4 cos^ a — 4 cos* a = 4 sin^ a — 4 sin* a. 

163. Bewijs: 

tgp + tgg^ ^ sin (p + g) 
tgp — tg 9 sin (p — 9) ' 

eot p + tg <jr cos (p — q^) 
cotp — tgqr cos (p + q) 

I ^ . . sin p 
^- tg (p — a) + tgq = — —, —. , 

J. tg (a + 30°) — tg a = è sec (a + 30°) sec a, 

e. cot p — cot 2p = coscc 2p, 

/. tg 2a — tg a = tg a sec 2a, 

g. cot 2a + tg a = cosec 2a, 

h, tg 2a + cot a = cot a sec 2a. 

^164, Als gegeven is : te bewijzen : 

a. cos a = V2 cos p, cos 2a = 2 cos 2(3 + 1, 

6. cos a = A sin p, cos 2a = A^ — 1 — A^ cos 2p, 

r^ r. ^4 sec 23 

c. sec a = 2 sec B, sec 2a = -. ^r-" — ^;^» 

^ 1 — 3 sec 2p 

^ A o O A^ s ec 2p 

.a. sec a = A cosec B, sec 2a = j-* ttx ^7 r* 

/ • '^ (1 — A^) sec 2(3 — 1 

165. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. sin (a — p) sin y + sin (p — y) sin a + sin (y — a) sin p, 

h. cos (a + (3) sin y + sin (p — y) cos a — cos (a + y) sin p, 
sin (a + p) sin a — sin p 

sin a + sinp sin (a — p) ' 
, cos (a + p ) sin a — cos p 

sin a + cos p cos (a — p) 

e, cos (a — p) — 2 sin a sin p, 
/. sin (a + p) cos y — sin (p + y) cos a, 
g. cos (a — p) sin y + sin (p — y) cos a. 

166. Schrijf in eenvoudiger vorm : 
a (sin a cos p + cos a sin p)^ + (sin a sin p — cos a cos p)^, 

6. 1 — (sin a cos p — cos a sin p)^, 

c. 2 sin.èa cos èa, 

d. 4 sin l^a cos l^a cos 3a, 

e. 1 — 8 sin^ a cos^ a, 
. sin a cos a 

2 cos^ a — 1' 



c. 
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cos- a 



^^ sin 2 a ' 

hs 4 sin^ 2 a cos^ 2 a + cos^ 4 a. 

z. (cos^ ia — sin^ J a) cos Ja sin Ja. 

167. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. (cos* a — sin* a)^ + 4 sin^ a cos^ a, 
6. (cos* a — sin* a)^ — 4 sin^ a cos^ a, 
cot a 



c. 



d. 



e. 



cot a — è sin 2 a' 
sec è a + cosec j g 
sin è a + cos ia' 
sin a + cos a sin a — cos a 



sin a — cos a sin a + cos a 

f. cot a (sec 2 a — 1), 

g, 2 (sin a sin p + cos a cos ^f — 1, 

h, (sin i a cos p + cos i a sin p) (sin è a sin p — cos J a cos p), 

cos a, 

'' sin (45° — Ja)' 

, sin^ (45° — è a) 

«. — ' 

« cos a 

168. Schrijf als een produkt van twee sinussen : 

a. è sin 84°, c, i sin a, e, i cos a. 

6. i cos 43% d. i sin (90° + a), 

169. Schrijf als een produkt van twee cosinussen : 

a. è sin 131°, c. J sin qc, e è cos a. 

6. è cos-48°, d. i sin (60° — a), 

170. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a, sin (a — 6) cos b + cos [a — 6) sin 6, 

6. sin [p + q + r) sin (90° — r) — 

sin (90°— p — q — r) sin (180° — r), 

c. sin (a + 6 + c) — sin [a + 6) cos c, 

c/. sin 5x — sin 3x cos 2x, 

e. cos 7jc cos 6jc + 2 sin 7jc sin 3jc cos 3x, 

3 jc jc 

/. cos 2x + 2 sin — - sin ~» 

g. sin 3jc — cos 3x tg jc. 
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b, sin i a, cos è a, tg è a. 

171. Verdrijf in de formule voor tg è a den wortel uit 
a. den noemer, b. den teller. 

172. Bepaal : 

a. tg 15°, c/. cos 7° 30', g. cos 27°. 

6. cos 75?, e, sin 7° 30', h, sin 27°, 

c. sin 75°, f. tg 7° 30', f, -tg 27°. 

173. Als cos a = 1 — 2a^, bereken dan 

a. cos J a, 6. sin J a, c. tg J a, c/. cot i a. 

174. Als gegeven is sin a = 2 y Y~5 2 en tg p = 

= - y 25 — 10 /5^ bepaal dan sin (J a — 2 p). 

175. Druk uit in cos a : 

a. sin ia, 6- cos Ja, c. tg Ja, d, cot i a. 

176. Bewijs : 

a. cos i a + sin J a == V 1 + sin a, 

6. cos Ja — sin 4 a = v 1 — sin a, ^__ 

c* sec è a + cosec i.a = 2 V cosec a fcosec a + 1 ), 

d. sec ia — cosec J a = 2 V cosec a (cosec a — 1). 

1 77. Schrijf in eenvoudiger vorm : 
1 + cos 2(a + p) 

a. 2 ' 

6. i sec a (cos 2 a + 1), 
c. i cosec a (1 — cos 2 a), 
, sin 2 a 

cos 2 a + 1' 

sin 2 a 
1 — cos 2 a 
f. 2 (1 — cos a) (2 cos^- ia — 1)^, 
1 — cos a 

1 — cos^^ 

u 1 + cos (g — p) .4 a— p 

/i. -z f -T- X sm — ~—i 

1 — cos (a — pj 2 

u 1 — cos 2(a + p) + 2 sin^ (90° — a — p), 
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ks (1 + cos a)^ — 4 sin* èa. 
/. 2 — scc^ ia — sec^ ia cos a. 

178. Schrijf in eenvoudiger vorm : 



^ ƒ 1 + 2 sin (45° — g) cos (45° — a\ 
\ 1 — 2 sin (45° — a) cos (45° — a)' 



b. 



c. 



\l 2 + V 2 + 2 cos a, 

1/2 — V 2 + 2 cos a, 

<^' p/ 2 + / 2 — 2 cos a, 
e. 1/2 — y^2 — 2 cos a. 



c. tg (a ± p). tg 2 a. 
179. Bereken tg (a— p), als tg a= ^ en tg p = ''^ 



4-/3 ^ 4+v'3 

180. Bereken tg (p+q — r), als tg p = i, tg 9 = i en tg r = y. 

181. Van drie hoeken zijnde tangenten 1-, i. en 4' Bereken 

den tangens van hun som. 

1 1 

182. Als de tangenten van twee hoeken zijn 1 — —en 1 — t, 

bepaal dan hoeveelmaal de tangens van hun som zoo groot is 
als de som hunner tangenten. 

183. Als gegeven is tg jc = 1 + a en tg y = 1 — a, (a < 1), 
bepaal dan of jc + y een scherpen of een stompen hoek voorstelt. 

184. Druk tg 3 a uit in tg a. 

1 — a 



185. Bepaal tg (45° — p), als tg p = 



1 + a 



186. Als tg (45° + p) = 1/ J?^b_l bepaal dan tg p. 

r Cf — 1 

187. Als de tangens van het verschil van twee hoeken 1- 

en het verschil der tangenten — 5 is, hoe groot is dan het 
produkt der tangenten? 
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188. Als de tangens van de som van twee hoeken — 1 en 
de som hunner tangenten 83^ is. hoe groot zijn dan die tangen- 
ten ieder? ' , / 

., 189. Bewijs : 
a. tg (45° + a) + 1 = 



b. tg (45° + a) — 1 = 



1— tga 
2 tg a 



1 — tg a' 
c. l+tg(45°-a) = pp^. 

1 + tg a' 
2 tg « 

(1 + tg a)^ 



d. 1 — tg (45° — a) = 

e. tg (45° — a) tg 2ii = 



• f. tg (45° + a) tg 2a = ^ *^ * 



(1— tg«)2' 

g. tg (a + 45°) + tg (a — 45°) = 2 tg 2a, 
h. cot (45° — a) — cot (45° + a) = 2 tg 2 a. 

190. Bewijs: 

a. l_tg^a=^. 

tg 2 a 

b. (1 - tg'' a) (1 - tg^ a) = ^^, 

c. tg 2 a + 2 cot a = -^, — , 

1 — tg- a 

d. cot^ a — 1 = 2 cot a cot 2 a. 

191. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

X ( , L^tg a + tg 6 
"' ^°^^°+^ ^-tgatg6 ' 

b. tg(a-6)l-+^^^i^, 
* * tg a — tg & 

X f L^tg a — tg bY 
" ^°* ^^ ^ '^ (1 + tg a % W 
j x^ r , I.. 1 — tg^ ö tg'^ b 
^- ^g^°+^)-ti ^a-tg'6 ' 
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cos a 1 

e. 



cos a + sin a 1 — tg a 
, cos 2a + sin 2 a 1 — tg 2 a 
cos ^a — sin 2a ""^1 +tg2a 

192- Schrijf in eenvoudiger vorm : 

1 1 



a. 



b. 



1 + tg (45° + a) ' 1 + tg (45° — a)' 

1 1 

1 + tg (45° — a) " 1 + tg (45° + a)' 



1 1 



d. 



1 — tg (45° — a)"^ tg (45° + a) — 1' 
1 1 



1 — tg (45° -^ a) ~" tg (45° + a) — 1 

193. In een enkele goniometrische verhouding te schrijven : 

a. _0__±Ji^, c. \^^^' 
1 -V3 tg a 1 +_tg « 

b LjLJÖ « ^ 1 — V3 tg a 

1 - tg a Y3 + tg oc 



d. sin p + sin q, enz. 

194. Tc bewijzen: 

a. sin (30° + a) + sin (30° — a) = cos a. 

6. sin (120° — a) — sin a = sin (60° — a), 

c. cos a + cos (120° — a) = cos (60° — a), 

d, cos a — cos (60° — a) = sin (30° — a). 

« 

195. In eenvoudiger vorm te schrijven : 

a. sin (A + B) — cos (90° -^ A + B), 

b. cos (A + B + C) + cos (A + B — C), 

c. i Isin (B + 2 A) + sin (B — 2 A) j + 4 sin B, 

d. I cos (p — \q] — cos (p + Iq] \ cos Iq. 

196. Te bewijzen : 

a. sin p + sin 3 p + sin 5 p + sin 7 p = 4 cos p cos 2 p sin 4p, 
6. cos2p — cos 4p + cos 6p — cos8p = 4sinpcos2psin5p. 

c. sin [x — 2 y] — sin [x — y] — sin (x + y] + sin (x + 2y] 
= — 4 sin jc sin \\y sin iy, 

d. cos (A — 2 B) + 2 cos A + cos (A + 2 B) = 4 cos A cos^ B. 
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197* In eenvoudiger vorm te schrijven : 

sin 2p + sin 2q , sin (p — q) 

a- : — z : ^^ 1 o* 



sin (p + 9) * cos 2q — cos2p 

.^ , , . cos 2 p + cos 2 q 

<^' tg (p + q] ~- ;r-^. 

^ ^'^ ^' cos 2 p — cos 2 q 

198. Als één goniometrische verhouding te schrijven: 

sin a + sin 6 sin a — sin b 

cos a + cos o cos a + cos o 

, sin a — sin b , sin a + sin b 

o, = 1 a, r- 

cos o — cos a cos a — cos o 

199. Te bewijzen : 

a. sin (a + 30°) + sin (a + ISO"") + sin (a — 90°) - O, 
6. cos (a — 10°) + cos (a + 110°) + cos (a— 130°) = O, 
c. cos (a + 10°) — cos (a + 70°) — cos (50° — a) = 0. 

200. Tot een produkt van twee goniometrische verhoudingen 
te herleiden : 

a. cos^ a — cos^ ^, c. cos^ a — sin^ p, 

, -2 ' 2 n j cos^ a — cos^ p 

D. sm' a — sm^ p, a. ^— r-^o- 

cos^ a — sm^ p 



e. Gemengd. 

201. Druk uit : ^ 

a. cot (a + p) in cot a en cot % c. cot 2 a in cot a, 

b. cot (a — p) in cot a .en cot p, d, cot J a in cos a. 

202. De sinus van een hoek is a X zoo groot als de sinus 
van de helft van dien hoek. Bereken den cosinus van dien hoek. 

203. Te bewijzen : 

a. i cosec a — sin a '= J cos 2 a cosec a, 

. 1 — cos 2 a cos 2 p . „ 2 o 1 • 2 o 2 

o, = sm^ a cos^ p + sin p cos a, 

1 + cos 2 a cos 2 p . „ • «> o , «> on 

c. . = siir a sin- p + cos" a cos- p. 
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* 
204. Schrijf in eenvoudiger vorm ; 

tg fg + P) — tg p tg (g — y) cos y + sin y 

^' 1 +tg (g+ p) tgp* ^' cosy — tg(g— ylsiny ' 

1 +tg2gtgg 

tg 2 g — tg g 

205. Druk uit in tg | : 
a. sin g. 6. cos g, c. tg g, </. cot g, e, sec g, /: cosec g. 

206. Als gegeven is tg g =^ A tg p, bewijs dan : 

. ^ A sin 2 p 

A? sin^ p + cos^ p 

. ^ • cos^ S — A^ sin^ ö 

&. cos 2 g = - -2"q 1 A 2~~^2 q' 

cos^ P + A^ sm^ P 

1 ,_ 2 ,_ 

207. Als gegeven is sin jc = 3 V 2 en sin y = 3V2, enxeny 

beide scherp zijn, bepaal dan of jc + y een stompe of een 
scherpe hoek is. 

208. Schrijf in eenvoudiger vorm : • 

a. (cos 2 g + sin 2 g) (cos 2 g — sin 2 g), 
6. (tg 2 6 + tg 6) cos 2 6 cos 6, 

C' 7T"n — lp sec g cosec B, 
tgg 



e. 



cos^ p tg2 p — tg2 g sin2 p 



cos2 p tg' p + tg' g sin' p* 
/. cos (45° — g) cos (45° + g). 

209. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. i sin g + i V 3 cos g, 
6. i V^ (sin a + cos g), 

^* ^!lo (^ ^ M = (2 — sec' (a.+ 6)), 
cos (a 4- oj 

, tg 2g 

"• 4 ^^2 2 a~ ^^^ 2°^ cosec 2 g, 

e. sin' (g + p) — sin 2 g sin 2 p, _ 

f. V^cos' g cos^p"^^^ (cos 2 g ~+ co72 pl7 
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210. Te bewijzen: 

sin [a — 6) ^ sin (6 — c] sin [c — a) ____ ^ 

CL, -, - -^ -{- : r ; -f- -, -, — ü, 

sm a sin o sin 6 sm c * sm c sin a 

• " sin (a + 6) + cos (a — 6) cos b + sin 6 
o. 



sin (a — 5) + cos (a + h) cos b — sin 5 

211. Ontbind in goniometrische factoren: 

a. sin 2 a, cl — cos oc, e, sin a + sin P + sin (a + p), 
6- cos 2 a, d. \ — sina, f, sina + sin p — sin(a + p). 

212. Te bewijzen : 

a. sin^ a + cos^ p = 1 + sin (a — p) sin (a + p), 
, 2cos A — cos (A — 2B) — cos( A + 2 B) ^ . gü 
2cosA + cos^A — 2B) + cos(A + 2B) ^ ' 

c. cos (60° — p) + 1 — cos (120° — p) = 2 cos^ ^. 

213. Bereken : 

a.^ 2 sin (a — JP) cos (a — \ p), als gegeven is 

3 7 

cos a = - en cos P = — ;r^f 
o 2d 

h. cot (2 a + J P) sin (2 a + i p), als gegeven is 

12 „119 

cos a = Y2 ^^ ^^« P = — Ï59 ' 

214. Als a + p = 45°, bewijs dan : 

2tga 2tgp _ 

"- 1— tg^a ^ 1— tg^p ' 

6- sin a cos a + i = cos^ P, 

c. sin 4a + sin 4 p = 2 cos (2a — 2p), 

d* tg 2 a + tg 2 p =* 2 cosec 4 a = 2 cosec 4 p, 

1 + tg2 a 

e. eosec 2p = — -^^ 

^ 1 — tg^ a 



§ 10. Herhaling 3. 

215. Als tg jc = V 2 en tg y = i V 2, hoeveelmaal is dan 
cos \x — y) zoo groot als sin (jc — y) ? 
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216. Bewijs: 



3 



2 sin 2 P cos i p 
a. tg p + 2 sin p = — — 



cosp 
b. sin (a + 90° — p) cos (a + 90"^ — P) = 

= i (sin 2 p cos 2 a — cos 2 p sin 2 a). 

217. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

a. 2 cos^ (p — 45°) — sin^ (p + ?) — cos* (p + 9)« 
5. 2 — sec^ Ja — sec'^ Ja cos ia. 

218. Als sin x V 2— rl X zoo groot is als cos x, hoe veelmaal 
is dan sin 2x zoo groot als cos 2x1 

219. Van een rechthoek zijn de zijden 3,89308 en 10,5326. 
Bereken den afstand van een hoekpunt tot een diagonaal. 

1 2 

220. Als sin jc = — en sin y — —^ x een scherpe en y een 

stompe hoek is, bepaal dan hoeveelmaal sin {2y — 2 x] zoo groot 
is als sin [y — jc). 

221. Bewijs : 

a. sin^ 4 x cos^ x — cos^ 4 x sin* x = sin 5 x sin 3 x, 

L . . tg (90° — p)— tg(/ . r , ^ ^ 2P + ^ 
^' ' + 1 + tg(90°-p) tg, ^"^ ^P + ^^ ==^ ^"^ 2" 

222. Sclirijf eds één goniometrische verhouding: 

a, 1 — 16 sin'' ^^^ cos* ~-^ cos^ (x + y) — sin* (2x+2y), 

2tga-f2tg-^- , 

o- f : 2 — sec" a + ö 

l-tgatg| V ^ 

223. Van een rechthoekigen driehoek is de oppervlakte 
11,057 M^ en een rechthoekszijde 9,258 M. Bepaal de hoeken 
en de schuine zijde. 

224. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

a. 1 — 2 sin 2a sin 2p — 2 sin^ (a — p), 

b. 1 — cosec^ 2a + cos 4a cosec^ 2a, 
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225. Als gegeven is tg (90° — a) = ^ -y'^ en 2 V 3 cot ( W — p) 

o 

= 3, bepaal dan cot (a — p). 

226. Als gegeven is cot4jc = — 1,05, bepaal dan tg 2x, 

227. Schrijf als één goniometrische verhouding : 
a. tg2 p + 2 cos^,3 a — sec^ p, 

, sin g + cos (90° — P) 
1 + cos (a — P) ' 

228. Bereken de oppervlakte van een ruit met een langste 
diagonaal van V 2 en een hoek van 50° 30' 4Q". 



B. Trigonometrie. 

§ 11. Trigonometrie. 

Theorie. 
a. SinusregeL 

In den wlllekeurigen A ABC (Fig. 14), waarin BC = a, CA = 6, AB = c, 
Z CAB = «, ^ B = /3 en / C = y is, is de hoogtelijn 

AD » c sin fi. 

Maar ook is AD = b sin y. 

Hieruit volgt c sin /3 » 6 sin 7 

of 6 : c = sin /3 : sin y. 

Op dezelfde wijze vindt men c : a = sin y : sin », 

Dus 




a: b : c = sin a : sin p : sin y 



r.y./4 



(Form. 40) 
[SinusregeL) 

Door den sinusregel is het mogelijk: 

1, om van een driehoek, waarvan twee hoeken ^ en y en de zijde & tegen- 
over een dezer hoeken gegeven zijn, de andere elementen te berekenen. Want 
volgens den sinusregel is 

siny ., , 



c = 



sin /3 



of log c = log sin y — log sin /3 + log b. 

Ook is dan de derde hoek van den driehoek, « = 180° — (/3 + y] bekend; 
dus kan men ook a berekenen : 

a — -o 

sin (^ 
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of log a = log sin « — log sin $ + log 6. 

2. om van een driehoek, waarvan een zqde a en de aanliggende hoeken 
^ en r gegeven z^n, de andere elementen te berekenen. Want dan is ook 
' "■ 180° — (^ + 7) bekend en men heeft hetzelfde geval als 1. 

3. om van een driehoek, waarvan 2 zijden 6 en c en een hoek /s tegono ver 
een dezer zijden gegeven zijn, de andere elementen te berekenen. Want 
volgens den sinusregel is 



sin y = -£-sin 
o 



(n 



of log sin y = log c — log b + log sin ^ ; 

hierdoor kan mèn y berekenen, en men heeft weer geval 1. 

In sommige gevallen vindt men uit de verg. (1) voor hoek y twee waarden, 
die eikaars supplement zqn ; dit hangt af van de grootte der gegevens. 



b. Cosinusregel. 

In A ABC (Fig. 15) is volgens de projectiestelling 




BC2 = CA2 + AB2 — 2 AC x AD. 
Hierin is AD » AB cos » ^ c cos » ; dus 



a^ = b^ + (^ — 2b c cos a 



/iy -^5 



(Form. 41). 
(Cosinusregel). 



Was (Fig. 16) Z A stomp geweest, dan zou de projectiestelling geluid hebben 

BC2 = CA2 + AB« + 2 AC X AD. 

Hierin is AD » AB cos BAD =. 
AB cos (180* — «) = — c cos « ; dus 

a2 = 62 + c2 — 2 6c cos «. 

De cosinusregel blijft dus onver- 
anderd. 




T-y.ytf 



c. TangensregeL 

'C Door den cosinusregel is het mogelqk« 
uit twee zijden en den ingesloten hoek 
van een driehoek de derde zijde te berekenen. Hij is echter niet geschikt 
voor berekening met logarithmen. Daarom gaat men in dat geval te werk 
als volgt. 

Volgens den sinusregel is 

sin /3 : sin 7 = b : c. 
(sin /3 -f- sin y) : (sin /3 — sin 7) = (6 
sin/S + sin 7 6 + c 



Dus 
of 



c) : (6 — c) 



sin ^ — sin y b — 



i 
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Volgens f orm. 36 en 37 : 



of 



Dus 





r 


2 
2 


sin 


+ y 
2 


cos 


/3— y 
2 


6 +c 
" 6 — c 

c 
c 




^ 




sin 


2 
tg i 


cos 

3 + y 
2 


/3 + y 
2 

6 + 
6- 






tg ' 


3— y 
2 




t^p 


2 


ï: 


tg 


2 


Y 


(6- 


c) :.(6 


+ 


c) 



(Form. 42) 



{tangensregel)* Soortgelijk voor andere zijden en hoeken. 
Zijn nu 5, c en « gegeven, dan kent men ook ^ + r » 180° — », dus dan 
is volgens den tangensregel 



tg 



/3— y 6 — 



6 + c 



tg 



^ + y 



^ y 

bekend, waardoor men — r — langs logarithmischen weg kan bepalen. Als 

2 

— ^ — en — - — bekend zijn, zijn ook ^ en y bekend (optelling en aftrekking), 
en de derde zijde wordt gevonden door den sinusregel. 



d. Formules. , 

Door den cosinusregel is het aok nog mogelijk, bij gegeven zijden de hoe- 
ken van een driehoek te berekenen. Door oplossing van cos« uit form. 41 
vindt men nl. 

624.^2 — 02 



cos <t s 



2 6c 



Deze formule is echter niet geschikt voor logarithmische berekening. Beter 
formules verkrijgt men, door uit de gevonden formules voor cos« waarden 
af te leiden voor cos è ^, sinè« en tg i «, volgens de formules 30 en 31. 

Men zal dan vinden 



cos.^«= 



-V^ 



+ cos« 



= ( y 2bc+b^ + c^ — a^ i /(6 



+ c )2 — g 
46c 



=1/"- 



+ c -f- a) [b -\- c 
4~bi 



a) j y/ 2s. 2 (s— g) _ 1 y/ s [s — g) 

" - [X ' 4 6c "" IX bc ' ' 



dus 




(Form. 43) 



en* 



sin è ^ 



V^ 



cos et 



- \X-- 



— b'-— c +a^ 



4 6c 






^ 
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V 



(g -t - 6 — c] (a — 
4 



(g — 6 -H c) _ I / 
6c IX 



2(« — c).2(s— 6) 



4 6c 



dus 



sin i 



.=[/ 



(s-6)(s-c) 



6c 



I y Ca — t)g— cl 

y bc . 



(Form. 44) 



en bij deeling van form. 44 door form. 43 



tg 



i « = iyis-b]is-c) 

V s \s — a) 



(Form. 45) 



Soortgelijk voor de andere hoeken. 

Van deze formules is de laatste het meest geschikt voor de berekening 
van de 3 hoeken van een driehoek. > 



Yraagsiukken. 
a. SinusregeL 

229. Bereken de onbekende elementen van een driehoek, als 
gegeven zijn : 

a. Q-=- 178, a = 37° 13', y = 46° 25", 

h. h = 23^, p = 72° 13' 10", a = 25° 7' 8", 

c. c = 2V1^ p = 109° 33' 52". y = 10° 26' 8". 

230. Bereken de onbekende elementen van een driehoek, als 
gegeven zijn: 

a. c^ 0,015 ; a = 43° 13' 25", p = 61° 18' 5", 

h. a = 2^-, p = 32° 23' 14", y = 16° 36' 21", 



c. 5 = IKIOO, y = 125° 37' lO'', a = 30° 42' 50". 

/ 231. Van een driehoek zijn twee hoeken 59° 13' 24" en 51° 12' 
l5", terwijl de bissectrix vanden eersten hoek is 15,098. Bereken 

/ de zijden. 

232, Bereken de onbekende elementen van een driehoek, als 
gegeven zijn: 

a. a = 100,18 ; h = 200, p = 130° 59' 40", 

b. 6 = 270 i c = 273, p = 60° 15' 21", 

c. a = 10 \c= 15,004^Y = 29° 13' 15", 

d. a = V 10 ; 6 = V 15, d = 45°. 
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233. Als van een parallelogram gegeven zijn een zijde = 1,329, 
een diagonaal = 1,239 en een hoek = 22° 3' 45'', bereken dan 
de andere zijde. 

234. In een rechthoekig trapezium maakt de kleinste diagonaal 
= 15,203 hoeken = 57° 13' 10'' met de evenwijdige zijden, en 
het schuine been is 13. Bereken de drie andere zijden. 

235. In een parallelogram verdeelt de diagonaal d den hoek 
tusschen de zijden a en 6 in de hoeken Ai en A2* Bewijs : 

c? : a : 5 = sin (Ai + A^) : sin A2 : sin Ai. 

236. Als de rechte AD in A ABC de overstaande zijde CB 
/ in D ontmoet, en Z. CAD = ai, Z. DAB = ag is, bewijs dan : 

DB sin gg sin y 
DC ~" sin «1 sin p 

Wat volgt hieruit, als AD bissectrix is ; wat, als zij zwaartelijn is ? 

237. Als de diagonaal BD van een gelijkbeenig trapezium 
/ hoeken a en y met de beenen AD en BC maakt en AB = «i, 

CD = €2 is, bewijs dan : / 

Cl sin y = ^2 sin a. .' / ^\ ^ 




/ 



/ 



b. Cosinusregel. 

238. In een driehoek zijn twee zijden 5 en 4 en de ingesloten 
hoek is 30° 45'. Bereken de derde zijde. 

239. Bereken de onbekende elementen van een driehoek, als 
gegeven zijn : 

a. 6 = 8, c = 5, a. = 60°^ 

h. a = 2, c = 3V3^ B = 150°, 



.. a=V3; 6= |/l|, y == 



98°. 



240. In een parallelogram zijn de diagonalen 20 en 10 en 
maken een hoek van 119° met elkaar. Bereken de zijden. 

241 • Druk in een parallelogram 
a. de diagonalen uit in twee opeenvolgende zijden en den 
ingesloten hoek. 
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b. de zijden uit in de diagonalen en een der hoeken van de 
diagonalen. 

242. Druk de zwaartelijn op een zijde van een driehoek uit 
in de beide andere zijdenendendoor die zijden ingesloten hoek. 

243*. Bewijs, dat in een driehoek 



.2 



(b + cf — 4 bc cos^ X = (& — cf + 4 bc sta? 2' 



244. Bewijs, dat als in een driehoek met twee zijden a en 6 
de ingesloten hoek C toeneemt met P, dat dan het kwadraat 
van de tegenover dezen hoek staande zijde toeneemt met 

4 a 6 sin ^ sin 1 C + —y 

245. Als in een vierhoek met de zijden a, b, eend de hoeken 
tusschen a en 6 en tusschen c en d beide = C zijn, bewijs dan 

a^ + b^ — c' — d^ = 2{ab — cd) cos C. 

246. Als in A ABC de zwaartelijn Zb uit B met de zijde b 
den scherpen hoek H maakt, en a <C c is, bewijs dan : 

a. c^ — zh —ib^ = ib^ — a^ + z% =bzb cosH, 
6. a^ — 2^6 = i 6^ — bc cos a. 



c. Tangensregel. 

247. Van een driehoek de onbekende elementen te berekenen, 
^als gegeven zijn: 

a. a=- 13,5078 ; c = 12,304 en p = 30° 17', 

6. a = 0,03597 ; b = 0,1045 en y = 92° 13' 48", 

c. 6 = 105,9; c = 106,9 en o^ 135°, 

d. a = V23 + 0,5 ; 6 = V 2,5 — 0,5 en a— p = 90°. 

248. De beenen van een trapezium zijn 7,809 en 13,809, en 
hun verlengden snijden elkaar onder een hoek van 70° 13' 26". 
Bereken de hoeken van dit trapezium. 

249. Van een gelijkbeenig trapezium is een evenwijdige zijde 
0,2345 en een been 1,0407 en de ingesloten hoek is 130° 18''. 
Bereken den hoek, waaronder de diagonalen elkaar snijden. 
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250. In een driehoek is een zijde 13,579 cM; een andere 

2 
zijde is 1-^ X zoo groot en de ingesloten lioek is 53° T 49". 

Bereken de andere hoeken. 

251. In een driehoek is de 'cosinus van een hoek 0,6 en de 
verhouding der insluitende zijden 2 : 3. Bereken de twee andere 
hoeken. 

252. Van een trapezium verhouden zich de grootste evenwijdige 
zijde en de diagonalen als 5:4:6; de hoek der diagonalen 
is 120''* Bereken de hoeken van het trapezium. 

253. Als de bissectrix van Z A in A ABC de overstaande 
zijde a in de stukken ai en 02 verdeelt, bewijs dan 

Oi — 02 B — C A . 

254. Bewijs, dat als de bissectrix van Z A in A ABC met 

de overstaande zijde een (stompen of scherpen) hoek D maakt, 

, . 2 D + A 
tê i 



„JP-_A 



IS. 



255. Te bewijzen : 

a. als in A ABC Z. A = 135° — 9 en Z B = 45°— 3 9 is: 

2 tgy • a —b . 
(1 - tg <pf - a +b ' 

b. als in A ABC Z A = 135° — 3 9 en A B = 45°— 9 is : 

2 tgy g — b 

{1 +tg# = a-+6' 



d. F O r m u 1 e s. 

256. Bereken de hoeken van een driehoek, als aangegeven zijn : 
a. a == 13; 6 = 14; c = 15; 
6. a = 2,6o7; b == 0,897; c = 1,982; 
c. de kleinste zijde = 0,0382; terwijl de zijden zich ver- 
binden als 4:5:6. 
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257. Bereken den grootsten hoek van een driehoek met de 
zijden 28 ; 16 + V97Ö23 en 16 — V 9,023- 

258. Bereken de hoeken van een driehoek, als gegeven 
zijn de kleinste zijde = 24,8 ; de bissectrix van den grootsten 
hoek = 24,9 en het kleinste stuk, dat deze van de overstaande 
zijde afsnijdt = 24,7, 

259. In een driehoek zijn twee zijden en een zwaartelijn, die 
van één hoekpunt uitgaan, achtereeenvolgens 4,508 ; 6,319 ; 
5,1375. Bereken den door die zijden ingesloten hoek. 

260. Te bewijzen : 

n c;«. ^ 2 Vs(s-q) (s-b) [ s-c] 

a. sm a = ; , 

bc 

P Y — g + 6 + c 

b. tg2tg2= a + 6 + c ' 

f_ s — c 

^^2 

261. Te bewijzen: 

a a S Y 

a. sin 2" = - cos 2 ^^^ k' 

a a P . T 

o. sin 2 = ~Zir' ^^^ 2 ^^^ 2* 

a p 5 — b Y 

c. sin 2 cos 2 = — ~ cos 2* 

. a p s—c Y 
a. sm 2 ^é 2 "^ — s ~ ^^^ 2* 

S o ï • P ï 

^. 6 sec^ 2 • c cosec 2 ^ ^^ 2 ' ^^^ 2* 

262. Te bewijzen : 

a. a cos^ èp + 6 cos^ ia = s, 
6. a sin^ ip + 6 sin^ Ja = s — c. 

263. Te bewijzen: 
a. tg I + tg| =. <^ VI=^ ■ 



Vs(s — a) {s— 6) 
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c. cot| + cot I = <^ V^ 



V(s — a) (s— 6) (s — c)' 



rf. cot| - cot I = [h-a Ul 



\(s — a) (s — 6) (s — c) 

264. Te bewijzen : 

a. tg|tg|+ tg|tg|+ tg|tg| = l 

o. cot 7^ + cot £ + cot ó = -7 ^ — = . — - = r — ^ 

2 2 2 bc sina ac sm^ bc sma 



^. Gemengd. 

265. Bereken de hoeken van een driehoek met de zijden 
\Tr 2en V3— 1. 

266. Als gegeven is, dat een driehoek de zijden p — q, p + q 
en r heeft, en de hoek P tegenover de zijde p + q staat, 
bewijs dan 2 [p — q) r cos P = r^ — 4 pq. 

267. Te bewijzen, dat in een parallelogram met de zijden 
a en 6, een hoek A en de diagonalen di en c/2, waarvan c/2 tegen- 
over Z. A staat, terwijl de diagonalen met elkaar een hoek B 
maken, die tegenover de zijde b staat, 

a. cfi^ — di^ = 4. ab cos A 
en 6. a- — 6^ = rfi £/2 cos B 

is. 

268. Te bewijzen in /\ ABC, waarin de zwaartelijn AD = z 
Z. BAC verdeelt in Z. CAD = ai en Z. DAB = a„ terwijl 
Z. ADB = 9 is : 

a. sin ai : sin a2 = c : 6, 
6, 6^ — c^ = 2 az cos 9. 

269. Te bewijzen in A ABC, waarin de willekeurige rechte 
AD = p de overstaande zijde in de stukken CD = ai en 
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DB = 02 en Z. BAC in L CAD = ai en Z DAB= a^ ver- 
deelt, terwijl Z. ADB = <p is : 

Q\ Ca 
a. sm ai : sin ol^ = -r- : — » 

o c 

6, 6' — c^ = a (oi — 02 + 2 p cos 9). 

270. Van een trapezium is de eene evenwijdige zijde 587 en 
een been 1100,4; de ingesloten hoek is llO^lS'Só". Als de 
tweede evenwijdige zijde li X zoo groot is als het andere 
been, hoe groot zijn dan de hoeken van dat trapezium? 

271. In een rechthoekigen driehoek met de schuine zijde c 
te bewijzen : 

a. tg(45°-^V-tgf45°+4\ = ^-^ ^^-^^^ '^ 



h. tg 



2/ ^\ ' 2; c + a- b" '^[c+af 
— =zi fc — h ^ c — h ^ o 



272. Bereken de hoeken van een parallelogram, als gegeven zijn ; 
o. de diagonalen 8 e n 4, en een zijde 5, 

b. de diagonalen 6 V~ÏÖ + 5 en V~ÏÖ — 5, en een zijde 15. 

273. In een driehoek met^de zijden AB = 15, BC = 25, CA = 
12, neemt men op het verlengde van CA een stuk AD = 18, 
Bereken ^ BDA en den afstand van D tot CB. , 

274. Als^ in den gelijkbeenigen driehoek met een been = 6, de 
basis = o en de hoogtelijn op de basis = /i, uit de uiteinden der 
basis gelijke stukken = p op het eene en op het verlengde van 
het andere been genomen worden, en de verbindingslijn van 
de uiteinden dezer stukken met de beenen hoeken x en y maakt, 
bewijs dan: 

té ^^^ = ^^ 
^2 o 6 • 

275. Als men in A ABC op het verlengde der zijde AB een 
stuk BD = d neemt en D met C verbindt, waarbij Z. BCD = x^ 
Z. BDC =y en Lj, ACD = z is, bewijs dan 



^ 2 d + ay s(s—b] 
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2 c + d+6 1/ (s_6)(s_c) 

z — y y — y _ c + </ — h d — a s 

*"• *^ ~^~ =' ^ ~^~ ~ c+ d+b d+^ ^^T^' 

» 

276. In een driehoek, waarin Z. A — Z- B = 90° is, te bewijzen : 
a« de cosinus van den derden hoek is gelijk aan het dubbele 

produkt van de sinussen der beide eerste hoeken, 
6. 6 : a = tg B, , 

c. a^ :b^ = p : q, als p en q de projecties van a en 6 op c zijn, 

d. tg (B + 45°) = °^t - 



§ 12. Herhaling 4. 

77. Als in een parallelogram met de zijden o en 6 en een 
diagonaal d 

rf" = a* + &' + H(tb 
is, hoe groot zijn dan de hoeken van dat parallelogram? 



r diai 



278. Van twee snijdende cirkels met de stralen V^ ^o V^ 
maken de raaklijnen in een der snijpunten een hoek van 65° 30^ 
met elkaar. Bereken den afstand der middelpunten. 

279. Als in een driehoek 

a = IJfcsina 
is, hoe groot is' dan [_ P van den driehoek ? 

280. In een driehoek is gegeven 

ac 4 (s — q\{s — 6) 

2 (s — a) s 

Bepaal de hoeken van dien driehoek. 

281. In een driehoek met een hoek van 87° 43' 16" verdeelt 
de bissectrix van dezen hoek de overstaande zijde in stukken 
van 8 en 6. Bereken de bissectrix. 

282. Bewijs : 

cos [a -^ ó\ — cos (6 + c?) , a + 6 t ' . i 

a. ^ — ; — r^ -r-^ '— = tg — - — cos d -r sm a. 

sin o — sm a ^2 
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• COS (2 6 — c) + cos (c — 2 e) 
sin 6 — sin [b — 2 e) 

= cos [b — c) cot e — sin (6 — c). 

283. Bewijs, dat als in een driehoek 

(a^ — b^ — c^Y = 2b^c^ 
is, deze driehoek een hoek van 45** of van 135° heeft. 

284. Schrijf als één goniometrische verhouding : 

sin2X — sm2Y .. oy_l • ovi 

Ism 2 X + sm 2 Yj. 



cos(90° — 2X + 2Y) 



285. In een gelijkbeenigen driehoek ABC, waarin /_ A (basis- 
hoek) = 75° en AB (been) = 14,85, trekt men uit A een rechte 
AD = 7,5 naar het been BC. Bereken den afstand van D tot AB. 

2 9 

286. Bereken tg (2 a + p), ais tg a = - en cos 2 ^ = jr is. 

287. Van een rechthoekig t rape zium is de langste evenwijdige 
zijde 10, het schuine been 2 V 10 en de kleinste diagonaal is 
2 X zoo groot als het rechthoekige been. Bereken hoeken en 
onbekende zijden van dat trapezium. 

288. Schrijf als een produkt van twee goniometrische ver- 
houdingen : 

a- (tg a + tg 2 P) (2 cos- a cos' P — cos^ a), 
6. i (cos p — cos 2 a cos p) — sin a cos a sin p. 

289. In AABC met ZA= 65° 13' 24" maakt de bisscctrix 
AD = 17,95 met de overstaande zijde een hoek ADB = 70° 22' 12". 
Bereken den afstand van B tot AD. 

1 /— 4 

290. Bereken cosec 2 a , als sec 4 a = 1 « V 2 + 1^» 

291. In AABC met BC = 19,75 en A C = 75° 13' 14' heeft C 
een afstand = 7,853 van ^e zwaartelijn uit A. Bereken de 
hoogtelijn uit A. 



CURSUS II. 



Herhaling en nitbreiding. 

Toegepaste trigonometrie. 

Goniometrische Tergelijkingen. 



C. HERHALING EN UITBREIDING. 
§ 13. Kwadranten. 

Theorie, 

a. In het vorige hebben wij alleen scherpe en stompe hoeken beschouwd. 
Wij moeten nu verder gaan en zien, wat er met de goniometrische verhou- 
dingen gebeurt, als w^ den hoek grooter dan een stompen of kleiner dan 
een scherpen laten worden. In het eerste geval wordt hij inspringend, in het 
tweede geval negatief. Het duidelijkst stellen wij den hoek met zijn goniome- 
trische verhoudingen voor, wanneer wij het eene been vast laten (van het 
hoekpunt uit in horizontale richting naar rechts) (het „vaste been"), en het 
andere been (het „bewegende been") van dezen beginstand uit in de eene of 
de andere richting laten draaien. Laten wij het draaien in de richting tegen- 
gesteld met de wijzers van het uurwerk, dan ontstaan eerst de scherpe, later 
de stompe en dan de inspringende hoeken; laten wij het draaien met het 
uurwerk mee, dan ontstaan de negatieve hoeken. Wij verdeeleü deze draai- 
ingen in vakken telkens van 90°, die wij kwadranten noemen. Zoo ontstaan 
scherpe hoeken, als het bewegende been in het „eerste kwadrant" beweegt, 
— stompe hoeken, als het in het „tweede kwadrant" beweegt, — inspringende 
hoeken van 180° tot 270°. als het in het „derde" en van 270° tot 360° 
als het in het „vierde" kwadrant beweegt*). Beweegt het in tegengestelde 
richting, dus in het „negatieve" kwadrant, dan ontstaan negatieve 
hoeken van 0° tot — 90°. Bij deze laatste hoeken doorloopt het bewe- 
gende been weer dezelfde standen als in het „vierde" kwadrant (maar in 
tegengestelde volgorde), — zooals het in het „vijfde" kwadrant weer dezelfde 
standen aanneemt als in het „eerste" (nu ook in dezelfde volgorde), enz. In 
het algemeen krijgt het bewegende been na 360° draaiing denzelfden stand 
terug, dien het eerst had, en dan zullen dus ook weer de goniometrische 
verhoudingen dezelfde waarden als eerst terugkrijgen. 

Dus hoeken, die 360° verschillen, hebben dezelfde goniometrische verhoudingen. 



*) Aikortend zegt men : scherpe hoeken liggen in het Ie kwadrant, stompe in het 2de, enz. 
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Vandaar de formules 

sin \ / sin 

cos 1 1 cos 

cot [ ("^ ± k X 360°) = I *^t } «. (Form. 46) 

sec 1 f sec 

cosec / \ cosec 




Voor de overige kwadranten onderzoeken wij de goniometrische verhou- 
dingen afzonderlijk. 

b, Sinvs en cosinus. Zij (Fig. 17) OA het vaste, OBi het bewegende been, 

in verschillende standen : OBi, OBa, OB3, OB4. 
Bq het draaien van het bewegende been door- 
loopt het punt B daarvan, dat eerst in A lag, 
een cirkel met OA tot straal; de sinus van 
den veranderlijken hoek is, als Bi Ci -L OA, 
volgens de definitie steeds voorgsteld door 

A no CiBi 

sm AOBi = "7=;=^ — t 

ÜBi 

'*^ ^^ waarin OBr wat teeken en grootte betref t stand- 

vastig is« Voor het teeken en de grootte van de goniometrische verhouding 
behoeven wij dus slechts op teeken en grootte van Bi Ci te letten, evenals in 

Ann OCi 
cos AOBi = ÖBl 

slechts op teeken en grootte van OCi. Daarbij kan men nog, om alles op een 
standvastige lijn te meten, voor den sinus C1B1 overbrengen in ODi, waar- 
door men krijgt 

sin AOBi = Q3^ 

en men alleen de verandering in teeken en grootte van ODi behoeft na e 
gaan, zooals bij den cosinus die van OCi. 

Het teeken van OCi en ODi verandert alleen, wanneer die lijnen naar de 
tegengestelde zijde zouden komen, d.i. voor OCi (den cosinus) naar links, 
voor ODi (den sinus) naar beneden, dus als Ci of Di het punt O eerst pas- 
seeren. Nu ziet men bij beide, dat het punt Ci (of Di) bij de beweging van 
het been OBi steeds gedurende twee kwadranten aan dezelfde zijde van O 
blijft : nl, het punt Di (voor den sinus), terwijl het punt Bi van A uit over 
Al tot A2 beweegt (dus in het Ie en 2de kwadrant), daarna weer (maar nu 
aan de benedenzijde van O), terwijl B van A2 over As tot A beweegt (dus 
in het 3e en 4e kwadrant), enz. En het punt Ci (cosinus) : terwijl B, komende 
uit het negatieve kwadrant, van As over A naar Ai gaat (dus in het negatieve 
en het eerste kwadrant), — en daarna weer (maar nu links van O), terwijl 
B van Al over A2 naar A3 gaat (dus in bet 2e en 3e kwadrant), enz. De 
Sinus is dus negatief in het negatieve kwadrant, positief in het Ie en 2e, 
negatief in het 3e en 4e, positfef in het 5e en 6e, enz. ; de cosinus positief 
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In dezelfde figuur is cot AOBi = 



in het negatieve en het eerste, negatief in het 2e en 3e, positief in het 4e en 
5e, enz. Dus: 

Sinus en cosinus wisselen beide om de twee kwadranten van teeken ; maar 
de ieekenwisseling van den sinus begint tusschen het negatieve en het eerste 
en die van den cosinus tusschen het eerste en tweedq kwadrant. 

Verder geldt: Wat absolute waarde betreft^ zijn cosinus en sinus van hoe' 
keiif die samen 180* zijn^ of die 18(f verschillen, of die eikaars tegengestelde 
zijn, gelijk. 

Het eerste was reeds bekend ; het laatste bl^kt heel eenvoudig uit de figuur. 

c. Tangens en cotangens, In Fig. 18 is 

tg AOB. = A^. 

als El het punt is, waar het been OBi de 
raaklijn AP snijdt. Daar hierin OA stand- 
vastig is, is AEi een maat voor teeken en 
grootte van den tangens, waarbij het ver- 
anderlijke snijpunt £i tijdens de draaiing 
van het bewegende been OBi de raaklijn 
AP doorloopt. Komt £i boven A, dtin is 
de tangens positief, beneden A, dan 
negatief. 

-r^=— • Daar wij echter ook hier liever 
Alij 

den noemer standvastig hebben, om door de waarde van den teller over die 

van den cotangens te kunnen oordeelen, vervangen wij deze verhouding door 

AiFi . 

qT— » die eraan gelijk is ( AOAEi oo /\ FiAiO) en waarin O Ai constant 

is ; Fi is dan het veranderlijke snijpunt van het bewegende been OBi met de 
vaste raaklijn AiQ. Dus 

cot AOBi = M-' 

De cotangens is positief, als Fi rechts van Ai en negatief, als Fi links 
van Al valt; 

Nu kan uit de figuur afgeleid worden, dat telkens als het bewegende been een 
van de overgangsstanden OAi,OAa, OAs (zie Fig. 17) passeert, zoowel het punt Ei 
ais het punt Fi naar de andere zijde van A of Ai overgaat. Passeert het been 
OBi OAi. dan gaat Fi door Ai van rechts naar links; de cotangens veran- 
dert dus van teeken. Het punt Ei is op dat oogenblik naar het oneindige 
verdwenen (naar boven); als OBi, een oogenblik daarna, den stand OAi ge- 
passeerd is en dus bijv. OB2 geworden is, moet zij door O verlengd worden 
om de raaklijn AP te snijden (in Ea) ; dan is dus 

(Dit is ook nog in overeenstemming met de definitie, want nu is £2 het 
willekeurige punt van het (verlengde) eene been, E2A de loodlijn, OA de 
projectie door die loodlijn bepaald). Daar £2 beneden A ligt, is de tangens 
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dus van teeken veranderd. Bij het passeeren van het been OBi door O Ai 
en El van -f- cxs op — oo overgesprongen. Wij zeggen daarom 

tg 90° = ± 00 ; 

terwql de cotangens door O naar negatief is gegaan : 

cot 90° = 0. . 

Passeert het been OB2 den stand 0A2, dan gebeurt iets dergelijks ; alleen 
gaat nu juist punt E2 door A weer naar boven (de tangens wordt iveer, 
„door 0'\ positief), terwijl punt F2 overspringt van oneindig ver links van 
Al ( — 00 ) tot oneindig ver rechts van Ai (+ oO ) )als het been OB2 na het 
passeeren van O Aa weer door O verlengd wordt tot zijn snijding met Ai Q) : 
de cotangens wordt dus weer positief „door het oneindige heen" : 

tg 180° = O, 
cot 180° = T 00. 

Enz. In ieder geval is het duidelijk, dat bij lederen voorbijgang van het 
bewegende been OBi door een der overgangsstanden OA, OAi, OAs enz. de 
punten £ en F beide aan de andere zijde van A of Ai terecht komen, zoo- 
als wij boven beweerden. Dus : v 

Tangens en cotangens wisselen ieder kwadrant van teeken. 

Verder geldt : Wat absolute waarde betreft, zijn tangens en cotangens van 
hoeken^ die samen 180° xijn^ of die 180° verscfiillen, of die eikaars tegenge- 
stelde zyn, gelijk. 

Het eerste was weer bekend; het laatste volgt uit de beschouwing der 
figuur. 

d. Uit de in 6 en c gegeven regels volgen nu de volgende formules, die 
door die regels vanzelf spreken. 



sin (— 


. a) 





— sin a 


cos (— 


-«) 





cos a 


tg(- 


«) = 


= 


— tg a 


cot (- 


-oc) 




— cot a 



(Form. 47) 
(Form, 48) 
(Form, 49) 
(Form. 50) 



8in((x 


+ 180°) - 


— sina 


cos (a + 180°)— 


— cos a 


tg (a 


+ 180°) = 


tga 


cot (a 


, + 180°) = 


■ cot a 



(Form, 51) 
(Form. 52) 
(Form. 53) 
(Form. 54) 



e. Daar het teeken van secans en cosecans onmiddellijk uit dat van cosinus 
en sinus wordt afgeleid (waarvan zij de omgekeerden zijn), behandelen wij 
die hier niet afzonderlijk. Natuurlijk is het teeken van den secans steeds gelijk 
aan dat van den cosinus, en het teeken van den cosecans steeds gelijk aan 
dat van den sinus. 
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Vraagstukken. 

292. Maak een tabel voor alle 6 goniometrische verhoudingen 
voor de hoeken van 0^ 30^ 45°, 60^ 90^ 120^ 135^ 150^ 180°, 
210^ 225°, 240% 270°, 300°, 315°, 330°, 360°. 

293. a. Welke goniometrische verhoudingen liggen altijd 

tusschen + 1 en — 1 ? 
6. Welke zijn altijd kleiner dan — 1 of grooter dan + 1 ? 

c. Welke kunnen alle mogelijke waarden aannemen? 

d. Welke goniometrische verhouding is bij toenemenden 
hoek altijd toenemende (in algebraïsche waarde)? 

e. Welke altijd afnemende? 

/. Welke beurtelings af- en toenemende? 

. 294. Bepaal alle hoeken tusschen — 90° en 450°; 

Of waarvan de sinus i is, 

1 

b, waarvan de cosinus f= is, 

c. waarvan de sinus — V 0,15 is, 

1 

d, waarvan de tangens -pr is, 

e. waarvan de cotangens — 1 is, 

f, waarvan de cosecans oo is, 

g. waarvan de secans 2 is. 

295. Herleid tot goniometrische verhoudingen van positieve 
scherpe hoeken: 

a sin 140°, f. sin 300°, r. cos (35° + 17 X 180°), 

6. cos 129°, k. cosec (— 70°), s. sin (20 x 180° — 17°), 

c. cot 170°, /. tg 850°, /. tg (31 X 90° + 153°), 

d. cos (— 15°), m. sin 490°, u. cot (18° — 5 X 270°), 

e. tg 91°, n. sin (— 110°), v. cos 35 X 180° : 6, 
/. cot 240°, o. sec (— 260°), w. tg 73 X 90° : 2, 
g. sec 220°, p. cos 1000°, x. cot 39 x 90° : 2, 
h. cos 410°, q. cot (— 200°), y. sin 47 X 90° : 3. 

, 296. Bepaal alle hoeken tusschen — 90° en 450° : 
/ a. waarvan de sinus gelijk is aan cos 150°, 

b. waarvan de tangens gelijk is aan cot 30°, 

c. waarvan de cosinus gelijk is aan tg 45°, 

d waarvan de secans gelijk is aan cosec ( — 30°). 



L. 
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297. Bepaal alle hoeken tusschen — 90° en 450'' : 

a. waarvan de sinus gelijk is aan sin 47°, ^« 

b. waarvan de cosinus gelijk is aan sin 46"", 

1 

c. waarvan de secans gelijk is aan -^f 

d. waarvan de cosecans gelijk is aan -: — tt^o^ 

^ sm lüo 

e. waarvan de tangens gelijk is aan cot ISO"", 

1 
/. waarvan de sinus gelijk is aan 



sec (— 100°) 



298. Herleid tot goniometrische verhoudingen van a : alle 
goniometrische verhoudingen van : 

a. OL— 180°, rf. a — 90°, g. 270° + a, 

6. — a— 180°, e. — oL —90°, h. ol — 270°, 

c. 90° + a, /. 270° — oc, i. a — 450°. 

299. Herleid tot enkele goniometrische verhoudingen: 

a. ^'""/"^fl d. tg 125° sin 35°, 

sm 57 ^ 

6. cosec 404° cos 136°, e. cosec 168° cot 78°, 

c. ^^^ "^^^o * l tg 320° : cosec 130°. 

— cos 44 * 

300. Bepaal de onbekende goniometrische verhoudingen van 
een hoek x in het 4* kwadrant, als gegeven is: 

a. cos X = — , 6. tg^ jc = 2, c. sec x = 



(2 > a > 0), 



13 ^ |/ 2 a — a^ 



301. Als X een hoek is in het 3* kwadraat, en gegeven is 

ttf JC 1 a^ 

— — — = ^ — (a positief), 

cotx a^ '^ 

bepaal dan de 6 goniometrische verhoudingen van x, 

302. Als X een hoek is in het A^ kwadrant, en gegeven is 

sec2 X + tg2 X = 2, 
bepaal dan de 6 goniometrische verhoudingen van x, 

303. Van een negatieven uitspringenden hoek is de tangens 2. 
Bepaal de 5 andere goniometrische verhoudingen* 
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, 304. Van een positieven hoek, kleiner dan 270^, is de sinus 

i ( |/ 2 — yl~ï-~4^ _ / 2 + V^ï^^ 4~a j. Bepaal de 5 overige 
goniomctriscbe verhoudingen. 

305. Als de cotangens van een hoek, waarvan de helft een 

1 
stompe hoek is, — 1^ is, wat zijn dan de 5 overige goniome- 

trische verhoudingen van dien hoek? 

7306. Als gegeven is 

sin [x — y) = i yfs en cos [x + y) == i V 2, 
en X in het 3* , y in het 2* kwadraat ligt, bepaal dan x en y. 

307. Als gegeven is 

cos^ a = — —-^ en cos^ p = — y-^» 

terwijl a in het 2® en 3 in het 3® kwadraat ligt, bepaal dan : 
a. sin (a i- p), 6. sin (a — p), c, cos (a + p), cf. cos (a — p). 

^ \. 308. Als gegeven is 

/ cos 2a=. i=^en sin p = ^^^4=, 

terwijl a in het 3^ en p in het 2* kwadraat ligt, bereken dan 
tg (a + P). 



§ 14. Goniometrie (Tweede reeks), 
a. D^efinitie. 

309. Druk in een gelijkbeenig trapezium, waarin de diagonalen 
rechthoekig op elkaar staan, door middel van den kleinsten 
hoek a, dien een diagonaal met een been maakt, alle zijden uit : 

a. in het been, 

6. in het grootste stuk van de diagonaal, 

c. in het kleinste stuk van de diagonaal, 

d. in de grootste evenwijdige zijde, 

e. in de kleinste evenwijdige zijde, 
/. in de diagonaal. 

5 
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310. In vierhoek ABCD, waarin de diagonalen AC en BD 
elkaar rechthoekig in E snijden, is L BAC = a, Z. CBD = p en 
Z. DCA = Y« Druk door middel van deze hoeken de zijden en 
de diagontilen van den vierhoek in AE==p uit. ' 

311. Breng de volgende meetkundige vergelijkingen in gonio- 
metrischen vorm : 

b. p% a% = ae p4» d. 2 ps — Oio = R. 



b. Eén hoek. 

312. Schrijf in eenvoudiger vorm: 
a. 4 sin^ a cos^ a + (2 cos^ a — 1)^, 
6. sin® a — sin^ a + sin^ a cos^ a, 

c. (tg a + cot a) (tg a cos^ a + cot a sin* a), 

• sin* oc + cos* a 

d. — ;— ^ — :, — (cot a — tg a)'*, 

sm^ a cos'* a ' * 

313. Bewijs, dat uit 



1 _ tg2 a + tg* a = 



cos^ a 



cos^ P 

volgt 

tgp = ±tg^a. s 

314. Bewijs : 

1 + cos a — sin a 
Q^ — — _ = sgc a — tg a, 

1 + cos a + sm a 

. 1 — cos a — sin a - , .... . 

o. :. — ; ; — ; = (sec a — 1) 11 — cosec aj. 

1 + cos a + sm a 

315. Als gegeven is, dat a en 9 scherpe hoeken zijn, en 

a. 1 — sin 2a — sin 2(p + sin 2a sin 2(p = O, bewijs dan, dat 

öf*a = 45° óf 9 =45° is; 
6. 1 — 3 cos 29+2 cos^ 29 = O, bewijs dan, dat of <p = O 

of 9 = 30° is. 

316. Als gegeven is, dat a en 9 uitspringende hoeken zijn, en 

1 — tg 39 = tg 39 tg 3a — tg 3a, 
bewijs dan, dat óf 9 = 15°, 75° of 135°, óf a = 45°, 105° of 165° is. 



*) On is de zijde, R de straal, pn het apothema van den regelolatigen n-hoek. 
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c. .Meer hoeken. 

317. Te bewijzen: 

a. tg (45° + Ja) + tg (45''— i a) = 2 sec a, 

6. IMAï = 1 + sec 2 y. 
tgy 

318. Te bewijzen; 

a. (1 + cos 4 a) 7- — ^^ ' ^ ' = 2 sin^ a cos^ a, 

(1— tg^a) 

6. 1 — 2 cos^ (p + 90** — 9) = sin 2p sin 2 <7 + cos 2 p cos 2 (7. 
c. 1 — sin 2a = (sin a — cos a)^, 

319. Te bewijzen : 

^é P *é 9 _ sin 2p sin 2q 1 

/ ' tgV — tg2<7 "~4sin(p — <7)sin(p + 9)' 

, cosa X x^ '^ 1 

6. :; — r~^ = cot a tg 7^' t: 

1 + cos a ^ 2 ^ 

320. Te bewijzen: 

/ ■ , o; 

a. V 1 + (cosec a — cot af = ± sec 2* 

. — ^ -1 a 

fr. V 1 + (cosec a + cot aj^ = db cosec 2' 

c. yjï~+ (sec a — tg a)'^ = ± sec ( 45° — |J» 
(/.' V 1 + (sec a + tg a)2 = ± cosec ( 45° — | 

321. Te bewijzen: 

a i T^^^s a (cos a + cos p) + sin a (sin a + sin^) __ 

V r^ cos (a — P) 

óc — p 
= =t cot — 2 ' 

b t f ^^^ ^ (^°^ * — ^^^ P^ "^ ^^^ °^ (sin g + sin P) ___ 



/ 



= ± sin — ;;: — ' 
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322. Bewijs : 

a. sin (60° + a) + sin(60° — a) + sm60° = 

r- a+60° a — 60" 
= 2V3 cos — 2 — ^^^ 2 ' 

b, cos a cos (a + 60°) + cos a cos (a — 60°) — 

cos (a — 60°) cos {a + 60'') = f. 

323. Bewijs: 

a. cos X (cosec 2x — cosec 4x) — cos 3x cosec 4Jc, 

b. sin X (cosec 2x + cosec 4x) = sin 3x cosec 4x, 

c. (sec Ax — sec 2x] cot 2x = sin 3x sec x sec 4x, 
c/. (sec 3x — sec x\ cosec^ x = 4 sec 3x. 

324. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

cos (p !— </ — r) — cos [p + q + r) + cos (p — </ + r) — 
cos (p + </ — r). 

325. Schrijf in eenvoudiger vorm : 

sin (g — P) sin y cos (g + P) cos y . 

sin p sin (g — y) ' sin p cos (g + y) ' 

, sin (g — P) cos y /ƒ i si n g sin fi 

sin p cos (a + y) ' * sin (y — g) sin (y — P)' 

326. Ontbind in goniometrische factoren: 

a. cos g (cos g + cos P) + sin g (sin g + sin p), 

6. cos g (cos g + cos p) + sin g (sin g — sin P), 

c. cos g (cos g — cos p) + sin g (sin g — sin P), 

d. cos g (sin g + sin p) + sin g (cos g + cos P), 

e. cos g (sin g — sin P) + sin g (cos g + cos p), 
/. cos g (sin g — sin P) + sin g (cos g — cos P), 
g. cos y (cos g + cos P) + sin y (sin g + sin p), 
h, cos y (cos g — cos p) — sin y (sin g — ^ sin P). 

327. Te bewijzen: 

a. cos P — cos g cos (g + P) = sin g sin (g + P), 

6. sin (g + P) — 2 cos (g + %\ sin^ = sin g, 



2r*"2 



c. 



2 sin I sin 1^- + p | + cos (g + P) = cos p, 



I 
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d. cos (a + P) cos Y — cos a cos (p + y) = 

= sin (a + p) sin y — sin a sin (P + y) = sin P sin (y — a), 

328. Schrijf in eenvoudiger vorm : 
a. sin a — sin [a — b] cos 6^ 

6. cos (2a + 6) — cos a cos [a + b], 

329. Schrijf dn eenvoudiger vorm: 

a. cos a cos p + cos (a + y) cos (P + y) — cos (a + p + y) cos y, 

h. sin a sin p + cos (a + y) cos (P + y) + sin (a + p + y) sin y, 

c' sin a cos P + sin (a — y) cos (y — P) — sin (a + p — y) cos y, 

d. sin a cos P + sin (a — y) cos (P + y) + sin ( — a + P + y) cos y, 

e. cos a cos p + cos (qc + y) cos (P — y.) — cos (a — P + y) cos y. 

330. Tc bewijzen : 

a\ ^. . . ^ ^ . .Cf, 2 



cos a 



a. (1 + tg» IJ (1 + sin a) - 2 tg J = Y+ 

b. 1 1 + cot* 5-\ (1 + sin a) — 2 cot | = ;; 

\ 2 / ^ 2 1 — cos a 

331, Te bevdjzen : 

a. 2iii±-»^ = (l + « |Y , 

1 + COS a \ ^j 

h. 2(l+sina) ^(i+eot|y. 
1 — cos a \ I 

1 — t - 

332, Als gegeven is tg | = \, ^«^'^ dan A + B = 

^ 1 + tgf ^' 

333. a. Als gegeven is : tg a = Atg p, 

1 A 

te bewijzen : cos 2 a — cos 2 p — , . (1 — cos 2 (a+P)), 

6. Als gegeven is : tg a = A cot p. 

te bewijzen : cos 2 cf + cos 2 p = > (1 +cos 2 (a — p) ). 

334. Als gegeven is tg x = — — - i bepaal dan : 

\ sin 2 a sin 2 p 
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a. sinx, b. cosx« 

335. Als gegeven is tg x = ^^ jl ~ . f bepaal dan : 

tg (p + aj 

. a. tg(45^-x), b. tg2x. 

Identiteiten onder voorwaarden. 

336. Als gegeven is A + B + C = 90^ te bewijzen : 

a. tgAtgB + tgBtgC + tgCtgA= 1, 

b, cot A + cot B + cot C = cot A cot B cot C* 

337. Als gegeven is A + B + C = 90°, te bewijzen : 

a. dos* A + sin A cos B cos C = 1 + sin A sin B sin C, 

b. tg A + tg B + tg C = sec A sec B sec C + tg A tg B tg C, 

c. sin A cos B cos C + sin B cos C cos A + sin C cos A cos B = 
= 1 + sin AsinB sin C. 

d. cos A sin B sin C + cos B sin C sin A + cos C sin A sin B = 
= cos A cos B cos C. 

338. Als gegeven is A + B + C = 180°, schrijf ^an in een- 
voudiger vorm : ' • 

sin* A — sin* B . . r> . o * 

a. : — ö » c, sm A — cos Jd sm L, 

sm C, 

b. cos A + cos B cos C, d, cos (2 B + C) — 2 sin A sin B. 

339. Als gegeven is A + B + C + 180^ te bewijzen: 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 4 sin A sin B sin C (Eindex. H. B* S. 

1897). 

\ 

340. 'Te bewijzen, als A + B + C = 180° : 

tg A + Ag B _ sin2 C . cotA — tgB _ sin 2 C 
°' tgB + tgC " sin2A' cot C — tgB "" sin2 A' 

c- tgA + tgB + tgC=tgAtgBtgC, 
rf. cot A cot B + cot B cot C + cot C cot A = 1, 

■ 

341. Als gegeven is A + B + C = 180°, te bewijzen: 
a. sin (A — 60°) + sin (B — 60°) + sin (C — 6o°) = 

= 4 sin Uo°—^ sin (30°- 1] sin' (30°— yY 
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• ■ 

* 

b. 1 + cos (A — 60°) + cos (B — 60°) + cos (C — 60°) = 

= 4 cos (30°— ^"j cos (30°—!^] cos (30°-^ 

342. Als gegeven is A + B + C = 180°, te bewijzen: 

cos J C (sin A — sin B) = sin i C (cos B — cos A), 

343. Als gegeven is a + P + y = 180°, schrijf dan in een- 
voudiger vorm: 

sin ö + sin Y . ^ a , cos B + cos y ^ ^ 

O' -r-^ r-^- tg -, b. ^ ^ COt 5-, 

Sin p — sm Y 2 cos p — cos y ^ 

c. sin (a — y) cos p + sin a cos p + sin (a — p) cos y. 

344. Als van de hoeken a, p, y van een driehoek gegeven is 

cos^ a + cos^ p + cos y = 1, 
bewijs dan, dat de driehoek rechthoekig of gelijkbeenig is. 

345. Als van de hoeken a, p, y van een driehoek gegeven is 

cos^ a + cos^ P + cos^ y = 1, 
'beivijs dan, dat de driehoek rechthoekig is. 

346. Als gegeven is A + B + C = 180°, te bewijzen: 
sin^ A + sin^ B + sin^ C = 2 (1 + cos A cos B cos C) . (Eindex. 
H.B.S. 1885). 

347. Te bewijzen, als a + P + y = 180°, 

■ sin^ g + sin^ y — sin^ p __ tg a 
sin^ P + sin^ y — sin^a tg p' 

348. Eveneens, als a + p + y = 90°, 

cos^ a + cos^ p + cos* y — 2 (1 + sin a sin p sin y). 

349. Als gegeven is A + B + C = 180°, te bewijzen: 

A — B . , A + B ^ B + C C+A 

a. cos li + sm = 2 cos — ^ — cos — - — » 

4 4 4 4 

. A.B.C 

o. cos -;r^ + COS -w + COS — = 

2 2# 2 , 

B + C C + A A + B 

= 4 cos cos T cos ;. • 

4 4 4 

350. Als gegeven is 

sin a (cos p + cos y) = (sin p + sin y) (1 — cos a), 

en a, p en y positieve uitspringende hoeken zijn, bewijs dan dat 
a + p + y = 180°. 
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351. Te bemjzèn, als gegeven is p + </+ r — o, 

smp + smq + sin r = — 4 sin 2 sm o ^^^ 2' 

352, Als gegeven is A + B + C+D = 360°, te bewijzen : 

a. cos A + cos B + cos C + cos D = 

/ A + B A + CA + D 
= — 4 cos 2 — ^^^ 9 ^^^ ö ^^ • ' 

b. sin A + sin B + sin C + sin D = 

A ' A + B . A + C . A + D 
= 4 sm 2 ^^^ 9" — sm 2 ^^ • ' 

Vtfl de ontbrekende vormen der uitkomst zelf in. 



353. Maak voor logarithmische berekening geschikt de vormen : 

a. 2 sin 2x + sin 4x, 

b. 2 sin 2x — sin 4ac, 

ei 1 + 2 cos 2x + cos 4x, 

rf. 1 — 2 cos 2x + cos 4jc, 

e, sin (2jc + 2y) + sin [2x — 2y) + sin 4x. 

354. Maak voor logarithmische berekening geschikt de vormen : 
a. 1 + 2 cos p cos y + cos 2p, 

6. 1 — 2 cos p cos Y + cos 2p, 

c. 1 + 2 sin p sin y — cos 2p, 
c/. 1 — 2 sin p sin y — cos 2p, 

e. sin a — sin p — sin a cos p + sin P cos a, 

/. sin a + sin p -^ sin a cos p — sin p cos a, 
g, cos a — cos p + sin a cos p — sin p cos a, 

h. cos a + cos p — sin a cos p -r- sin p cos a. 

355. Maak voor logarithmische berekening geschikt de vormen : 
a. cos X + sin X, rf. 1 — cos 4 x + 2 sin 2 5:, 

6. cos X — sin x, e. — 1 + cos 4 x + 2 sin 2 x. 

c. ^!° ° + <^°^ ° . /. l + sin4x + 2sin(45°4-2x). 
sin a — cos a 

356. Maak voor logarithmische berekening geschikt de vormen : 
a, sin X + tg 9 cos x, c. sin p + V^ cos p, 

6. cos X — tg a sin X, rf. V 3 cos x — 3 sin x. 
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357. Bereken sin® a — sin® p + sin^ a sin (3 — sin a sin^ p, 
ais a =157° 29' 35" en p =- 37° 29' 35". 



§ 15. Herhaling 1.^ 

358. Bewijs: 
sec a — V sec^ a — 1 X V 1 — cos^ a = cos a. 

■ 359. Schrijf in goniometrische verhoudingen van a allegonio- 
metrische verhoudingen van 450° + a. 

360. Breng in ^oniometrischcn vorm : 

2 ai2 pi2 = R^- 

361. Schrijf in eenvoudiger vorm: 
(Vl — sin^aj® tg^ a cosec a — 

1 + cos a 



cot a sin^ a (cosec a — cot a) 



sm a 



362, Van een hoek is de secans gelijk aan de verhouding van 
den siiius en den cosinus. Bepaal den sinus van dien hoek. 

363. Druk uit in goniometrische verhoudingen van positieve 
scherpe hoeken: 

a. sin 205°, c. tg (— 530°), e. ^ 



cosec (—305° ir 53")' 
b. cos (— 136°). d —cot 1000°, 

364. Als van een hoek in het eerste negatieve kwadrant het 
kwadraat van den sinus , ^ is, bepaal dan de 6 goniome- 
trische verhoudingen van dien hoek. 

365. In A ABC, waarin AB = 21,4; BC = 6,8 en CA = 
16,8, beschrijft men uit B als middelpunt met i BA tot straal 
een cirkel, die AC in E snijdt- Bereken Z. BEC. 

366. Schrijf als één goniometrische verhouding zonder het 
— teeken ervoor: 

a. — cosl3°15', c. — tg301°27', e. — cosl5°13', 

6. —sin 13° 15', rf. — cotl5° 13', f. —sin 170° 13'. 
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367. Van twee hoeken is de som der sinussen a^ + 1 en de 
sinus van de halve som a. Bereken den cosinus van het heele 
verschil. ^ 

368. Schrijf in eenvoudiger vorm: 

a. cos (60'^ + a) cos (30° + a) — cos (60'' — a) cos (30° — a), 

b, cot^ J a (1 — cos a) — 1, 
cos a tg i a 



c. 



1 — sinatgja 



2 
369. Als gegeven is cosec^ a = . en cosec^ 8 = 

^ ^ 1 +Vl — a^ ^ 

2 

en a in het 3* , p in het 1* kwadrant ligt, bepaal 



1 — Vl — a'' 

dan tg (a — p). In welk kwadrant ligt a — p? 



§ 16. Trigonometrie. (Tweede reeks), 
a. Rechthoekige driehoek. 

370. Als in een rechthoekigen driehoek de hoogtelijn op de 
schuine zijde 9,8073 en een der stukken, waarin zij de schuine 
zijde verdeelt, 12,035 is, bereken dan de rechthdekszijden van 
dien driehoek. 

371. Als in een rechthoekigen driehoek de projecties van de 
rechthoekszijden op de schuine zijde zich verhouden als 5 : 8, 
bereken dan de scherpe hoeken van dien driehoek. 

« 

372. Bepaal de zijden van een rechthoekigen driehoek met 
een oppervlakte = I en een scherpen hoek = a. 

373. Als van een regelmatigen 1 O-hoek de zijde 3,456 cM 
gegeven is, bepaal dan de oppervlakte. 

374. Een regelmatige 9-hoek moet een oppervlakte van 1 M^ 
hebben. Bepaal zijn straal. 

375. Bewijs, dat de oppervlakte van een regelmatigen 8-hoek 
met een zijde as gelijk is aan 

2 as" cot 22°30^ 
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376. Bewijs, dat de oppervlakte van een regelmatigen n-hoek 

met een zijde On en éen straal R gelijk is aan 

n 3 180^ L n * , . 360^ 

a. - a„^ cot f b. -^ R* sm . 

4 n 2 n 

m 

377. Op de basis AC = b van een gelijkbeenigen driehoek 
met een basisboek = a neemt men een willekeurig stuk AD =p. 
Bewqs goniometrisch, . dat de som der afstanden van D tot de 
beenen gelijk i§ aan de hoogtelijn op een der beenen. 

* 

378. Op de rechthoekszijden CA en CB van een rechthoekigen 
driehoek met de schuine zijde AB = c en /^ A = a beschrijft 
men buitenwaarts vierkanten ACDE en BCFG. Bewijs gonio- 
metrisch : 

a. dat de afstanden van D en F tot de (verlengde) h9ogtelijn 
uit C gelijk zijn, 

b. dat het verschil der afstanden van D en E tot de (verlengde) 
schuine zqde gelijk is aan het verschil der afstanden van F en G 
tot dezelfde zijde. 

379. In den rechthoekigen A ABC (C rechte hoekpunt) is de 
bissectrix van l^ A = ol getrokken, B op deze bissectrix in D 
geprojecteerd, en D op AB in E geprojecteerd. Bewijs gonio-. 
metrisch, dat AE de halve som en EB het halve verschil van 
de zijden AB en AC voorstelt. 

380. Als in een rechthoekigen driehoek c de schuine zijde is, 
bewqs dan: 



. / -r-o A\ c — a h 



b. Scheef hoekige driehoek. 

381. Als in A ABC gegeven is, dat Z. B = 2 x Z A, bewijs dan : 
a. 6 = 2 a cos A, 
c 62 

a '~ é 

c. d" ^ a [b^ + c') — b^c. 



b' ^ = ^ - 1. 
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382. Bewijsi dat men in eiken driehoek heeft 
a. a cos B + 6 cos A = c, 

I. uu A sin (A — B) 

o. a cos B — b cos A = c -, — ^ — -i 

sin L 

B+C 
cos — - — . 
a 2 

c. 



6 + c ~ B— C 

cos-— 

. B+C 

sin — - — 
, a 2 

d' 6-_c = -T"B=:c' 

sm — -- 

c 

g — 6 + c ^ ^^2^ 
a + 6 — c ^ B 

1^2 



«. 



383. De eene diagonaal van een parallelogram verdeelt een 
der hoeken in de hoeken Ai en Aa, en de andere verdeelt een 
der andere hoeken in Bi en B2. Bewijs, dat als Aj^ en Bi aan 
eenzelfde zijde grenzen, 

sin Al : sin A2 = sin Bi : sin B2. 

384. Bewijs, dat in eiken driehoek 

b^ + c^—a^ __ fr cos A _ tgJS 
«• a2 + c2_62 - ^ ^^3 B ~ tg A' 

6- 6^ — c^ = a [b cos C — c cos B). 

385. Als AD een willekeurige rechte in A ABC is, bewijs dan : 
DB2.+ AC2 = DC2 + AB^ + 2 AD X BC X cosBDA. 

386. Als de bissectrix e van een driehoek de overstaande 
zijde a verdeelt in BD = Oi en DC = 02, te bewijzen: 

a. . a^ :*a2 = sin y ; sin P, 

6. Oi^ — «2* = (c — b) Ib + c — 2 e cos x 

387. Als de uiteinden van een cirkelboog van 2 p° verbonden 
worden door de rechten a en 6 met een punt van dien boog, 
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dat op een boogafstand = q^ vdn het midden van dien boog 
ligt, dan is o o 

(a + 6) tg I = (a - 6) tg | . 
Bewijs dit. 

388. Als twee zijden van een driehoek zich verhouden als 
a : 6 (a > 6), en de bissectrix van den ingesloten hoek 2y 
maakt met de hoogtelijn uit C een hoek 9, dan is 

a — b 
tg 9 tg Y - - :p-^. 

Bewijs dit. ^ 



389. Bewijs, dat men in eiken driehoek heeft 
a. 



^""''cos^ iA+ — ^cos^ iB+^ cos^ i<: = o, 



a " b ^ c 



h. -="" cot» iA + — j-- cot^ \ B +- — - cot^ i C == 
abc 

s^a — b]{h—c][a — c) 



c. 



~" abc[s — a){s — b][s — c) 

^-^ sinHA + -^— sin^ i B + ^^— sin^ 4 C = 
a o c 

= ( g — ft) (6 — c) (g — c) 

a 6 c 

390. Als de hoogtelijn ha van een driehoek door een andere 
hoogtelijn verdeeld wordt in de stukken p en pi (p grenzende 
aan het hoekpunt)^ eveneens hh in q en q^ en hc in r en r^, 
bewijs dan dat men heeft: 

a. ha : hb : hc = sin B sin C : sin C sin A : sin A sin B, 

b. p : q : r =^ cos A : cos B : cos C, 

c. Pi : 9i : Tl = cos B cos C : cos C cos A : cos A cos B* 

391. Bewijs, dat als rf de bissectrix is van Z. A van een driehoek, 

d , d ^ A 
X + ~ = 2 cos — -. 
bc 2 

392. Als men op de zijde a van A ABC als diagonaal een 
vierkant beschrijft en de beide vrije hoekpunten daarvan ver- 
bindt met het hoekpunt A door de verbindingslijnen p en q, 
bewijs dan dat men heeft: 
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■ ^ 

a. p^ = i a* + 6^ — a b (cos C — sin C), 

6. q^ =- i a^ + b\—7 a b (cos C + sin C), 

c. p^ — q^ =^ 2ab sin C = 26c sin A == 2ac sin B, 

c/. p2 + ?^ = 6* + c2. 

393. Als men op de zijde a van A ABC in het hoekpunt C 
loodlijnen = a naar weerszijden opricht en de uiteinden daar- 
van verbindt met het hoekpunt A door de verbindingslijnen p 
en q^ bewijs dan dat men heeft: 

a. (p2 — a^ — b^Y + (c^ — a^ — 62)2 == 4^252^ 
6. [a^ — 62 ^ q2)2 + (^2 — a' — 6^)2 = 4a262. 

394. Op een willekeurige zijde van een driehoek construeert 
men naar weerszijden gelijkzijdige driehoeken. Als p en q de 
verbindingslijnen van de toppen dezer driehoeken met het over- 
stasmde hoekpunt van den oorspronkelijken driehoek zijn, bewijs 
dan: _ 

.a. p2 — 9^ = 2ab V3 sin C = ^6c V^ sinA= 2ac V^sinB, 
6. p2 + (/^ = a2 + 62 + c2. 

Wat volgt hieruit voor de 3 mogelijke lijnenp en de 3 mogelijke 
lijnen q? 

395; Bewijs, dat in eiken driehoek is: 

a 3 B Y Y * 

a. cot ^ cot ^ + cot ^ cot '2 ^^^2 ^^^2~ 

s [ab + 6c + ac — s^] 



(s — a] (s — 6) (s — c) ' 
6. cot I tg I tg J + cot § tg Jtg I + cot-^tg |tg| 



a2 + 62 + c2 — s 



2 



^ s [s — a) (s — 6) (s — c) 
396. Bewijs, dat men in eiken driehoek heeft: 



,■ '* (I ^^)=m i/^^fs^Lfcp.' 
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397. Als dl en d$ de diagonalen, a en 6 de zijden, A een der 
hoeken van een parallellogram zijn, bewijs dan : 

Al "1 — «2 

2ab 



• 

398. Bereken de zijden van een gelijkbeenig trapezium, als 
de stukken, waarin een diagonaal door een andere verdeeld 
wordt, 209 en 92 zijn, en de diagonaal in het uiteinde van het 
eerste stuk een hoek van IS*' 37' 24'' met het been maakt* 

399. Als van een driehoek de grootste zijde a is, en de aan- 
liggende hoeken B en C zijn,' bereken dan de stukken, waarin 
de zijde a verdeeld wordt: 

a. door de hoogtelijn uit het overstaande hoekpunt, 
6. door de bissectrix uit het overstaande hoekpunt, 
c. door de beide middelloodlijnen op de zijden 6 en c (drie 
stukken). 

400. In een driehoek maakt een zwaartelijn = y^ 7 met een 
der zijden = t^ 21 in het hoekpunt, waarvan die zwaartelijn 
uitgaat, een hoek van 30°. Bereken: 

a. de andere zijde in dat hoekpunt, 6/ de hoeken. 

401. In een driehoek verdeelt de bissectrix =51,793 vaneen 
hoek van 57° 13' 48'' de overstaande zijde in stukken, die zich 
verhouden als 9 : 11. Bereken de zijden van dien driehoek. 

402. Bereken de hoeken van een driehoek, waarvan twee 
hoogtelijnen zich verhouden als 2 : 3, terwijl het verschil van 
de hoeken, waarvan zij uitgaan^ bedraagt 25° 13' 12". 

403. Van een vierhoek zijn drie opeenvolgende hoeken 107°, 
130° 17' en 50° 13' 14"; de twee zijden, die den eersten hoek 
insluiten, zijn 11,89 en 20,907. Bereken de verhouding der on- 
bekende zijden. 

404. Bereken de hoeken van een parallelogram, als zijn 
diagonalen en een zijner zijden zich verhouden als 12 : 8 : 9. 

405. De zwaartelijnen van een driehoek zijn 20, 18 en 15. 
Bereken de hoeken, die zij met elkaar maken. 



80 II § 17. HERHALING 2. 



§ 17. Herhaling 2. 

406. De son^ def cosinussen van twee hoeken is 1 — a^ en 

1 + a* 
de cosinus van het halve verschil ;r Bereken den sinus 

* • 

van de heele som. 

407. Te bewijzen: 

a. sin (a + p) — 2cos(a + ë^j sin ^ = sin a, 

6. sin [t + y) + sin (/ — y) — sin [t + x^ — sin [t — jc) = 

. . - . X + y . X — y 
= 4 sin t sin ^ sm — x— =^' 



408. Schrijf in eenvpudiger vorm : 

a. cos (a + p) cos (a — p) — sin (a + p) sin (a — p), 

f 2 tg Ja .. , . 

*• 1 - tg» ia <1 + *=°« "'^^ 

c. sin 3a — 2 cos 2a sin a, 

rf. cos 3a — (cos^ a — sin^ a) cos a. 



409. Bereken tg (2a — p), als tg a = p^ + Vp* + 1 «i^ 
cosec^ P == 1 + 9*» terwijl p in het 3* kwadrant ligt. 

410. Druk uit in goniometrische verhoudingen van positieve 
scherpe hoeken : 

* lAoo <no L cosecl97°13' 

a. cot 109 cos 19 , 6. ^^^o ^^r 

cosec 252"^ 47 

411. In een rechthoekigen driehoek heeft het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel afstanden = 15,7 en 84,3 van de scherpe 
hoekpunten. Bereken de hoeken van dezen driehoek. 

412. Op de zijde c van A ABC als grootste diagonaal con- 
strueert men een ruit met een hoek van 60°. Als p en 9 de 
verbindingslijnen van de vrije hoekpunten dezer ruit met C zijn, 
bewijs dan: 

p2 — q2 — ^ q5 gjjj Q -- ___ 6e sin A = -^=r- ac sinB. 

V3 \3 V3 
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413. Als gegeven is 

cos^ A — c o s^ B 
cos C 
bewijs dan, dat of A + B + C 



= sin (B — A), 
= 90°, of A = B is. 



414. Als van de hoeken van een driehoek gegeven is 

sin A + sin C . . - ^ . , r> 

■- — ^j sm IJ B = sm J B, 

sin D 

bewijs dan dat de driehoek gelijkbeenig is. 

415. In vierhoek ABCD met de diagonaal BD is AB = 152,633; 
BC = 34; CD = 84; zl BAD = 44° 30' en Z BDA = 89^ 
Bereken Z. C. 

4161 Als gegeven is sec a = 3 en cosec^ P = lèf terwijl a 
in het 4® en ^ in het 3' kwadrant ligt, bepaal dan zonder tafel 
cot (270^ + i a — p). 

417. Als van de hoeken van een driehoek gegeven is 



tg ^ - tg B 
tg~ + tgB 



tgC-tg| 



tg C + tg 



A' 



bewijs dan, dat de driehoek rechthoekig is. 



D. TOEGEPASTE TRIGONOMETRIE. 
§ 18. Toegepaste trigonometrie. 

Theorie, 
a. In é én vl ak. 

Voorbeeld, Als de grootte en richting (bijv. West-Oost) van den afstand 



tfh. 



•■«.. 



der punten A en B bekend is(Fig 19), 
vraagt men de grootte en de richting 
van den afstand der ontoegankelijke 
punten X en Y, met A en B in een- 
zelfde horizontale vlak gelegen, te 
bepalen. 

Oplossing. Het e enige, wat men in 
A en B met instrumenten doen kan, 
is na meting van grootte en richting 
van den afstand AB : in het punt A 
een kijker te richten op X (en later 
op Y (welke punten van A uit zichtbaar, maar ontoegankelijk zijn, bijv. door 

6 




7 ff /^ 
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een tusschenstroomende rivier) en te meten, over welken hoek de kijker uit 
deze richtingen gedraaid moet worden om op B. gericht te worden ; daardoor 
meet men dus de hoeken *x en »y. Hetzelfde kan men in B doen en kent 
dan de hoeken ^x en /3y Nu zqn van den vierhoek ABYX vijf gegevens bekend : 
nl. AB "=■ (f en de hoeken «x, *y, fix en fiy, de vierhoek is dus volkomen be- 
paald en men kan daarvan berekenen, wat men verder noodig heeft: In A 
ABX zijn één zijde d met de aanliggende hoeken »x en fix bekend, zoodat door 
den sinusregel AX bepaald kan worden. Heeft men op dezelfde wijze uit A 
ABY AY bepaald, dan zijn in A XAY twee zijden AX en AY en de inge- 
sloten hoek ecx — *y bekend ; zoodat in dezen driehoek door tangens- en 
sinusregel XY en ^ AXY bepaald kunnen worden. Daardoor is het vraagstuk 
opgelost, want de grootte van XY leidt men af uit de richting van AB in 
verband met de hoeken BAX en AXY 

Problema van Snellius. 

Opgave, Als de ligging van drie punten A, B, C (Fig. 20) in een horizontaal 

vlak volkomen bekend is, vraagt men daaruit de 
ligging van «en vierde punt X van hetzelfde hori- 
zontale vlak door waarnemingen enkel uit dat punt 
af te leiden. 

Bijv. men kent op een kaart volkomen nauw- 
keurig de ligging der kerktorens A, B en C; men 
is geplaatst in een onbekend punt X, vanwaar men 
^'n die drie kerktorens kan zien; nu wil men bepalen, 
yy k'u. waar zich dat punt X op de kaart bevindt 

Oplossing, Het eenige, wat men in het punt X met instrumenten kan doen, 
is te meten de hoeken * = BXC en ^ = CXA (met een kijker, evenals in 
de vorige opgave). Kent men deze hoeken, dan zijn dus gegeven de hoeken, 
waaronder men uit X de afstanden BC en CA ziet» In de vlakke meetktmde 
lost men nu, zooals bekend, het vraagstuk op door beschrijving van een paar 
cirkelbogen, die door B en C en door C en A gaan en waarvan de eerste Z.eien 
de tweede Z /3 „bevat" ; het sn^punt levert dan het punt X op. Hier verlangt 
men de oplossing (practisch veel nauwkeuriger) door berekening, waarbij 
eenige kunstgrepen gebruikt worden. 

Daartoe neemt men in de eerste plaats als onbekenden aan de hoeken 
XBC = X en XAC = y. Deze onbekenden zijn nl. voldoende om de ligging 
van X te bepalen : kent men ze, dan zijn in A BCX een zijde met twee hoe- * 
ken bekend (BC = a en de hoeken x en »], en men kan dus door den sinus- 
regel BX berekenen ; eveneens AX uit A CAX ; door de lengten van BX en 
AX is de plaats van X nauwkeurig bekend. Nu zijn voor de berekening van 
de 2 onbekenden x en y twee vergelijkingen noodig ; een eerste kent men 
door de som der hoeken van vierhoek XBCA : 

X + y = 360° — « — /3 — ^ (1) 

een tweede vindt men door de verbindingslijn CX in twee verschillende driehoeken 

uitte rekenen en de gevonden waarden aan elkaar gelijk te stellen ; nl. in A BXC 

• . • 

smx 




XC = 



sm « 
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en in Z\ AXC 

dus door gelijkstelling 



xc = 


Sin » 


sinx 


bsin* 



. a (2) 



Uit de vergelijkingen (1) en (2) z^'n dan x en y te bepalen. Daartoe moet 
men echter (2) behandelen op overeenkomstige wijze als bij den tangensregel : 

sinx — sui y ^ ^^ ~2~ _ ^sin^ — asin^ 
sinx + siny x+_y 6 sin * + a sin ^' 

2 

Aangezien x + y door (1) bekend is, zou (evenals bij den tangensregel) 

X — y 

— ^-^ enz. uit deze vergelijking te bepalen zijn en daarvoor het probleem 

op te lossen. Echter is de gevonden waarde in het laatste lid van (3) niet ' 
erg geschikt voor logarithmische berekening. • Was bijv. a = 9 KM, fr <= 12 
KM, « = 30°, ^ = 45°, dan zijn men volgens (3) vinden 

X — y _ 3 — 2 V 2 X + y 
*^ ~2 3+ 2 V^T *^ ~~2~' 

en de breuk *in het tweede lid is voor logarithmische berekening ongeschikt. 
Daarom passen wij een vierden kunstgreep toe en voeren een ,,hülphoek" f in 
door de waarde uit (2) 

frsin« /^^ 

— T— : = tg ö) 14) 

te stellen. De hulphoek f heeft dan een door de vergelijking (4) volkomen 

2 1/"^ 
bepaalde waarde, bijv. bij de boven aangenomen getallengegevens tg 9> = — , 

dus f = 43° 34' 38'^, en wij kunnen er bis met een bekend gegeven mee verder 
werken. Nu wordt nl. 

!!2_f = tj « of !ll 

sin y 1 

en door de eigenschappen der evenredigheden 

sinx — siny ^ ^ 2 tg y — 1 

sinx -h siny . x + x tg y -1- 1' 

tg —2— 

Maar volgens de formule voor tg (« — fi] is dit laatste gelqk aan tg [f — 45°) ; dus 

tg —^ = tg (y - 45°) tg ~^- 

Deze vergelijking, die nu voor logarithmische berekening volkomen geschikt 

X y 

is, levert ons — - — $ daarna (door de bekende waarde x + y) x en y en de 

gezochte waarden van AX en BX. 

(Bij de aangenomen getallengegevens van hierboven wordt f — 45° negajtief . 
Echter zal in de gekozen figuur x + y in het derde kwadrant liggen (bijv. 
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als ^ = 90°, X + y = 195*») en dus ^-—-^ stomp z^n, dus .tg ^ ^ ^ ook 

X — - y 
negatief. Voor tg — - — vindt men dus toch weer een positieve waarde.) 




b. Inmeervlakken. 

Voorbeeld, Lagen in fig. 19 X en Y niet met de 'horizontale lijn AB op 
dezelfde hoogte, maar lag (Fig. 21) bijv. X een zeker bedrag hooger, terwijl 

Y even hoog als AB 
lag, dan zou men 
voor het in kaart 
brengen der punten 
X en Y verlangen 
de richting en groot- 
te van de lijn Xp Y, 
als Xp de projectie 
is van X op het vlak 
A6Y, alsmede de 
hoogte , Xp X. Im- 
j^, ^j mers op een kaart 

J worden aangegeven 

de projectie der verschillende geographische punten op een van te voren 
aangenomen hcftizontaal vlak, en de hoogte van deze punten boven of beneden 
dat vlak. 

In A kan men nu, voor X (de meting voor Y laten wij hier nu maar weg), 
niet alleen meten zl «x (welke hoek nu echter niet meer in een horizontaal 
vlak ligt), maar ook de afwijking = Z. p van de richtingslijn AX van de 
horizontaal, eveneens in B behalve, ^x ook nog de afwijking <;. In A A X B 
zijn nu weer één zijde met de beide aanliggende hoeken bekend ((/ en «x en /^x), 
zoodat AX en BX te berekenen zijn. Daarna kan, zoowel in den rechthoe- 
kigen A AXXp als in den rechthoekigen A BXXp door AX en Z. p (of door 
BX en l_ q\ de hoogte XXp bepaald worden. Uit dezelfde rechthoekige drie- 
hoeken volgen verder AXp en BXp ; in A AXpB zijn de drie zijden bekend, 
zoodat Z. Xp AB en Z. XpBA berekend kunnen worden uit de formules voor 

cc * 

tg 5- enz., en wij zijn weer even ver als in het vraagstuk van fig. 19. 



Yraagsiukken, 
o. In één vlak. 

418. Om de ligging van twee ontoegankelijke punten PcnQ 
te bepalen, heeft men op de gemeten basis AB = 827,53 M 
het punt A zoo gekozen, dat L PAB = 90°. Als verder ge- 
meten wordt Z. QAB = 44^29', Z. PBA = 39° 12' en L QBA = 
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110° 13', hoc lang is dan PQ en hoeveel wijkt haar richting 
van die van AB af? 

419. Op een gemeenschappelijke lijn AB = 87,93 M zijn ge- 
construeerd naar dezelfde zijde van AB twee gelijkbeenige 
driehoeken, een met AB als basis en een tophoek van 45°, en 
een met AB als been en een tophoek van 135°, Hoever liggen 
de niet gemeenschappelijke hoekpunten van deze driehoeken 
van elkaar af? 

420. Om de richting van de ontoegankelijke lijn CD vast te 
stellen, heett men van de uiteinden van een basis AB == d 
uit gemeten A CBA = 100° 14', Z. DBA = 22° 13', Z. CAB = 
50° 15' en Z. DAB = 123° 12'. Hoeveel wijkt de richting van 
CD van die van BA af? 

421. Men bepaalt de breedte van een ^rivier in een recht 
gedeelte van haar loop op de volgende wijze. Schuin tegenover 
elkaar plaatst men aan beide oevers aan den waterkant de 
bakens A en B ; daarna meer landwaarts in aan de zijde van 
A een baken C zoo, dat CB loodrecht staat op beide oevers. 
Als men uit A de bakens B en C onder een hoek A, en uit C 
de bakens A en B onder een hoek C ziet, en AC = a gemeten 
is, bepaal dan de breedte der rivier. 

422. Twee rechte wegen snijden elkaar rechthoekig in O. Als 
een legermacht op den eenen weg aan weerszijden van O de 
punten A en D bezet houdt en op den anderen weg ter weers- 
zijden van O de punten B en C, en men daar opgemeten heeft 
AB = 1750 M, AC = 1059 M, Z. BAC = 105° 17', Z. ABD 
= 80° 23', terwijl het punt O in het bezit van den vijand is, 
hoe groot is dan de afstand OD? 

423. Men bevindt zich in de basis = 8,347 HM van een 
horizontaal gelegen driehoek met de opstaande zijden 9,238 H.M 
en 3,956 H.M in een punt, waaruit men de langste opstaande 
zijde onder een hoek vnn 110° 37' ziet. Bepaal de afstanden, 
waarop men zich in dat punt van de uiteinden der basis bevindt. 

424. Twee rechte boschlanen snijden elkaar in D. Om den 
afstand van dit punt dwars door het bosch tot een buiten het 
bosch gelegen punt C te bepalen, neemt men op het verlengde 
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van ieder der lanen buiten het bosch een punt A en een punt 
B, wier afstand tot C bekend is (AC = 1853 M, BC = 2537 M) 
en meet AB = 1354 M, L DAB = 27° 13' 20", L ABD = 
21°5'32'^ Bereken uit deze gegevens CD, 



425. Van een berg, die zich 345 M boven een dal verheft, 
ziet men een kerktoren in het dal onder een hoek van 3° 15' 24", 
terwijl de gezichtslijn naar den top van den toren een hoek 
van 20° 13' met de horizontaal m^piakt. Hoe hoog is die toren ? 

• 

426. a. Uit twee verdiepingen van een hotel, die a M in 
hoogte verschillen, ziet men een rotswand boven op een berg 
tegenover zich. Uit de onderste verdieping ziet men voet en 
top van den wand schuin boven zich onder hellingen van resp. 
ai en aa met de horizontaal ; uit de bovenste ziet men den 
voet onder een hoek Pi met de horizontaal. Hoe hoog is de 
rotswand ? 

6. Dezelfde opgave met de getallen a = 6 M, % = 18° 13', 
aa = 25° 12', (3, = 16° 17'. 

427. Iemand, wiens oog zich 1,6 M boven den grond bevindt, 
ziet van de plaats waar hij staat de spits van een toren schuin 
omhoog in een richting, die een hoek van 31° 13' 20" met de 
horizontaal maakt. N^kdert hij den toren 40.4 M in horizontale 
richting, dan wordt deze hoek 44° 12' 10". Hoe hoog is de toren ? 

428. a. Maar als die persoon (No. 578), met het oog op een 
afstand = h boven den grond, zich bevonden had op een pad, 
dat onder een constante helling p naar den voet van den toren 
afliep, en hij had de spits eerst onder een hoek =ai met de horizon- 
taal naar boven, en, d M langs het pad verder, onder een hoek =«2 
naar boven gezien, hoe hoog was dan die toren geweest? 

6. Dezelfde opgave met de getallen A = 1,6 M, cT = 100, 
ai = 10° 44', aa = 45° 17', p = 20° 13'. 

S n e 1 1 i u s. 

429. Uit een punt P worden been en basis van een gclijk- 
beenigen driehoek (been 12 M, tophoek 38°) gezien onder J^oeken 
van resp. 34° en 29'. Op welken afstand ligt dat punt van den top? 
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430. Iemand bevindt zich in het veld en ziet twee opeenvolgende 
HM paaltjes (No. 1 en 2) van een rechten straatweg onder een 
hoek van 29° 17' ; No. 3 ziet hij niet, maar No. 4 wel; No. 2 
en 4 onder een hoek van 79° 43'. Op welken afstand bevindt 
hij zich van den weg ? 

431. In een rechthoekigen driehoek met 3 en 4 tot recht- 
hoekszijden heeft men een punt bepaald, van waar men de 
drie zijden ziet onder hoeken, die zich verhouden als die zijden. 
Bepaal den afstand van dat punt tot het rechte hoekpunt. 

432. Uit een punt P ziet men de zijden AB en BC van een 
gelijkzijdigen driehoek onder hoeken van 15° en 30° ; uit een 
punt Q juist omgekeerd onder hoeken van 30° en 15°. Bepaal 
den afstand der punten P en Q, als de zijde van den gelijk- 
zijdigen driehoek a is. 



6. In meer vlakken. 

433. Iemand, wiens oog zich 1.70 M boven den grond be- 
vindt, ziet de spitsen van de twee torens eener kerk, beide 
90 M hoog en op een afstand van 45 M van elkander geplaatst, 
onder hellingen van 35° 17' 30" en 34° 53'. Welke hoeken maken 
de lijnen, van zijn standplaats naar den voet van ieder der 
torens getrokken, met de verbindingslijn van den voet van 
beide torens? 

434. Op den voorgevel van een rechthoekig huis van 12 M 
breedte loopen verschillende horizontale strepen. Als een waar- 
nemer, die zoo geplaatst is, dat hij den zijgevel van het huis 
als één rechte lijn ziet, de horizontale streep ter hoogte van 
zijn oog onder een hoek van 10° 19' ziet, onder welken hoek 
ziet hij dan de streep, die 5,7 M hooger is? 

435. Het oog van een waarnemer bevindt zich 1,60 M boven 
den grond en op afstanden van 30 M en 26 M van de zijkanten 
van den voorgevel van een 12 M breed huis. Onder welken 
hoek ziet hij de kroonlijst, die 18 M boven den grond is ? 

436. Twee militaire waarnemers, wier afstand 1000 M bedraagt, 
zien, geplaatst in een vlakte, eenzelfde vliegtuig, de eene in 
N.0. richting onder een helling van 68°, de andere in N. richting 
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onder een helling van 58^. Bepaal de hoogte van het vliegtuig 
en den afstanden van zijn projectie op de vlakte tot de stand- 
plaatsen der beide waarnemers. 

437. Uit de uiteinden van een gemeten horizontale basis 
AB = 300 M. ziet men een bergtop T onder gelijke hellingen 
van 15° 13' 12", terwijl L TAB = 78° 20' 36'' gemeten wordt. 
Als de voet V van dezen berg, die even hoog als AB ligt, uit 
A en B zoo waargenomen wordt, dat Z. VAB = 32° 23' 25" 
en Z. VBA = 118° 23' 15" is. bepaal dan: 

a. de hoogte van den berg boven AD, 

6. den afstand van V tot de projectie van den bergtop Top 
het vlak ABV, 

c. de gemiddelde berghelling van T naar V, 

d, den afstand TV. 



438. Bepaal den hoek, dien een lichaamsdiagonaal van een 
kubus maakt : 

a. met een ribbe, 

h. met een andere lichaamsdiagonaal, 

c. met een zijvlak. 

439. Bepaal de standhoeken van een vierylak, waarvan 3 
ribben in één hoekpunt gelijk zijn en onderling rechte hoeken 
maken. 

440. Bepaal de standhoeken van een viervlak, waarvan 3 
ribben = 9, 12 en 16 uit één hoekpunt onderling rechte hoeken 
maken. 

-441. In het hoekpunt A van een rechthoek ABCD met de 
zijden AB = a en AD == h richt men een loodlijn AT = cop 
en verbindt T met A, B, C en D. Bepaal : 

a. den standhoek op CD, 

h, den standhoek op CB, 

c. den standhoek op CT. 

442. Dezelfde vragen a. 6 en c van No. 596 voor de getallen 
a = 16, 6 = 9, c = 12. 
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c. G e m e n g d. 

443. Een luchtschip beweegt zich met beide schuitjes op de 
hoogte van den top van een 100 M hoogen toren. Als men uit 
het voorste schuitje den toren onder een hoek van 13° en ^ uit 
het achterste schuitje onder een hoek van 12° ziet, en ' de af- 
stand der waarnemers 50 M bedraagt, bereken dan, welken 
hoek de richting van het luchtschip maakt met de gezichtslijn 
uit het voorste schuitje naar den torentop. 

444. Men ziet uit een punt van een vlakte, waarop zich twee 
torens, hoog 48 M en 72 M, op een ouderlingen afstand van 
720 M, verheffen, die beide torens onder gelijke hoeken, terwijl 
men den horizontalen afstand der torens onder eenhoek van95°15' 
ziet. Bereken den hoek, waaronder men de beide torens ziet* 

445. In vierhoek ABCD is zijde BC = diagonaal CA = 15, 
zijde AB = 5 V3^ terwijl L CDA = 60° door BD wordt 
middendoor gedeeld. Bereken BD. 

446. Bepaal in een regelmatige vierzijdige pyramide. waarvan 
alle ribben gelijk zijn, 

a. den hoek van een opstaande ribbe met het grondvlak, 
i>. de standhoeken, 

c. den hoek, dien de diagonaal van het grondvlak met de 
zijvlakken maakt. 

447. Een lange dunne stok staat recht ten Z. van een korten 
dikken. Heeft de zon *s middags om 12 uur een hoogte van a, 
dan vallen de eindpunten der schaduwen samen; is de middag* 
hoogte echter p, dan valt de schaduw van den langen stok dx 
en die van den korten d^ verder dan eerst. Bepaal de hoogte 
der stokken en l^un afstand. 

448. Uit het voorste schuitje van een op 500 M hoogte hori- 
zontaal in N.W. richting varend luchtschip ziet men aan de 
rechterzijde een 80 M hoogen torentop onder een hoek van 
69^^43' met de bewegingsrichting, en uit het achterste schuitje 
onder een hoek van 68° 59' met de bewegingsrichting. Als de 
afstand der waarnemers in de schuitjes 100 M bedraagt, 

a. op welken horizontalen afstand bevindt zich dan het voorste 
schuitje van den torentop, 

b. welke afwijking ,van de richting N. heeft deze afstand ? 
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§ 19. Oppervlak, om- en ingeschreyen cirkel. 

Theorie^ 
a. Oppervlak. 

Van A ABC (Fig. 22) waarin de hoogtelijn AD = c sin « getrokken is, is 
de oppervlakte i AC x BD = i 6 x c sin « = i bc sin '^, dus 



l/S = i bc sin a 



(Form, 55) 



Het tweede lid had natuurlijk ook i ac sin ^ oi h ab sin r kunnen zijn. 

In woorden : 

De oppervlakte van een driehoek is gelijk aan 
het halve produkt van twee zijden en den sinus 
van den ingesloten hoek. , 

De formule gaat onveranderd door als de 
ingesloten hoek stomp is. 

Van een parallelogram (het dubbele van een 
driehoek) is de oppervlakte natuurlijk gelifk aan 
het produkt van twee opeenvolgende zijden en 
den sinus van den ingesloten hoek. 




b. Om- en ingeschreven cirkel. 

Is (Fig. 23) (M) de ingeschreven cirkel van A ABC, dan is bg BC = 2«, 
dus in den gelijkbcenigen A BMC Z. BMC = 2«, Z. BMD = «, en de straal 

BD ia a 




BM = 



sin 


BMD 


sin » 


R 




a 


2 


sina 



2 -sin * 



f dus 



(Form, 56) 



^ Eveneens had men kunnen vinden 



2 sin/3 



en 



f welke waarden volgens den sinusregel 



2sinr 

./ *^^ ^® eerste gelijk zijn. 

Met het oog op het maken van vraagstukken merken wij nog op, dat door 
middel van de drie stralen, getrokken naar de hoekpunten, de driehoek be- 
schouwd kan worden als de som van 3 gelijkbeenige driehoeken BMC, CMA 
en AMB, die alle hun top in het middelpunt hebben. 

Deze opmerking is ook van krachtenvan waarde voor den koordenvierhoek. 



Opgave, Uit een zijde en de beide aanliggende hoeken van een driehoek 
den straal vAn den ingeschreven cirkel te bepalen. 













E 


j4 


•1 ^^"''^V 1 ^ / 


c 
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j Oplossing. Zij (Fig. 24) BC = a de gegeven zijde 
met de aanliggende hoeken ^ en r. Uit de planime- 
trie weten wij, dat 6N en CN bissectrices zijn van 
de hoeken B en C. In A BNC is dus volgens den 
sinusregel, omdat sin BNC » sin (NBC + NCB), 

BN =BC4''^^^ '^ - '^ 



sin BNC sin è (^ + y)' 

Dus is in den rechthoekigen driehoek BND 

-.., . sin i ^ sin i y , 

r = BN sin — = a — -. — . .^ , — r-, ' 

2 sm i (^ + y) 

Met het oog op het maken van vraagstukken vestigen wij nog de aandacht 
op den rechthoekigen A CND, waarin DC = s — c, enz., den symmetrischen 
vierhoek CDNE (waarvan drie dergelijke den geheelen driehoek vormen), en 
den gelijkbeenigen A CDE, waarin DE _L CN is. 

Soortgeiyke opmerkingen gelden voor de aangeschreven cirkels, en voor 
den raaklijnvierhoek. 

Vraagstukken, 
a. Oppervlak, 

449. Als de diagonalen van een vierhoek c/i en d^ zijn en 
een hoek = D met elkaar vormen, bewijs dan dat men heeft 
voor zijn oppervlakte 

I = i did2 sin D. 

450. Bewijs, dat de oppervlakte I van een koordenvierhoek 
met de zijden a, b, c en d en den hoek a tusschen de zijden 
a en 6, ^ tusschen b en c, gelijk is aan 

I = è [ab + cd) sina = i [bc + ad) sinp. 

451. Bewijs, dat de oppervlakte van een trapezium met de 
evenwijdige zijden Ci en €2 [e^ ( ^2) gelijk is aan 

pq (ei* + e^^) 

a. ^2 sin D, als p en 9 de stukken der diago- 

nalen zijn, die aan de zijde ei grenzen, en D een van de 
hoeken der diagonalen is, 

cd (^2^ — ^]^) 

b. 2"'^2 sin B, als c en dde verlengden der been en 

zijn tot hun snijpunt^ en B de hoek. dien zij daar met 
elkaar maken. 
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452. Bereken de oppervlakte van een driehoek, als gegeven 
zijn de elementen : 

a. a = 12328; b = 14,137 ; y = 108° 13' ; 

b. c = Vl5; a^^ 100° 13' ; p = 50° 50' 50"; 

c. a = 3 — V3; p = 30^ a = 15°; 

d. b ^ 38,034; c = 20,459; y -= 25° 43' 27". 

453. Druk de oppervlakte van een driehoek uit : 

a. in, een zijde en de beide aanliggende hoeken, 

b. in een hoogtelijn en de drie hoeken, 

c. in een zwaartelijn en de deelen, waarin deze een hoek 

van den driehoek verdeelt, 

d. in de bisscctrix uit A en de hoeken B en C. 

e. Druk de oppervlakte van een parallelogram uit in een 
diagonaal en de beide hoeken, die die diagonaal in een harcr 
uiteinden met de aangrenzende zijden maakt. 

454. Bepaal, hoeveel de oppervlakte van een driehoek met 
twee zijden a en b en den ingesloten hoek y toe- of afneemt, 
als men dien hoek bij onveranderde grootte der zijden a en 6 
met S laat toenemen. 

* 

455. Van een driehoek met de zijden a = 3,678 en b = 7,356 

en Y = 67° 13' 25" wil men een gelijkbeenigen maken met een 
tophoek, 2 X zoo .groot als y. Bepaal het been en de basis 
van dien driehoek. 

456. In vierhoek ABCD deelt de diagonaal AC = 25 Z BAD = 
87° 25' middendoor; de zijden AB en AD zijn respectievelijk 
13 en 22. Bepaal de oppervlakte van dien vierhoek, 

457. Als in A ABC gegeven is AB = 18,9 ; BC = 14,5 en 
Z. B = 50° 27', bepaal dan de oppervlakken der deelen, waarin 
die driehoek door de bissectrix uit C wordt verdeeld. 

458. Van een driehoek is de oppervlakte voorgesteld door 

1 
^afc, terwijl gegeven is a : fc = 2 : 3. Bepaal de hoeken 

van dien driehoek. 
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459. Als de oppervlakte van een driehoek voorgesteld is door 
-7- ab en ook door -^ bc^ druk dan die oppervlakte uit in a en c. 



b. Om- en ingeschreven cirkel. 

460. Gegeven zijn de straal van den omgeschreven cirkel van 
een driehoek, = 30, en twee zijner hoeken, 38° 17' en 100° 25'. 
Bereken : 

a. de zijden, 

b. den straal van den ingeschreven cirkel, 

c. zijn oppervlakte. 

461. Bepaal den straal van den om- en dien van den inge- 
schreven cirkel van een driehoek, als gegeven zijn : 

a. a -=- 25,304; p = 40°25'40"; y = 35° 11' 12''; 

b. c = VÖ3; cos Y =y; a = 55° 10' ; 

c. 6 = 18,034; c == 28.034; a = 30° ; 

d. a =^ 20; c = 18; y = 40°13'20". 

462. Van een driehoek zijn gegeven een zijde = 25,374; de 
overstaande hoek = 39° 30' 18" €fn een aanliggende hoek = 
40° 17'. Bereken de afstanden van het middelpunt van den om- 
geschreven cirkel tot de beide andere zijden. 

463. Druk de oppervlakte van een driehoek uit in den straal 
van den omgeschreven cirkel en twee hoeken (voor logarithmische 
berekening geschikt). 

464. Druk de stralen der aangeschreven cirkels van een drie- 
hoek uit in een zijde en de beide aanliggende hoeken (twee 
gevallen). 

465. Druk in den straal van den omgeschreven cirkel en de 
drie hoeken van een driehoek uit: 

a. den straal van den ingeschreven cirkel, 
fc. de stralen van de aangeschreven cirkels. 

466. Te bewijzen, als Va den straal van den aangeschreven 
cirkel aan de zijde a, enz. voorstelt : 
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r P ï 
a. ^ = tg 2^ tg y ; , 

Ta a p 

'''W^ *Êycoty; ...., 

a Ö Y a 8 v 

c. r ; ra : r6 : Tc = tg y tg y tg y : tg y : tg y : tg '2' 

(Het ontbrekende zelf in te vullen). 

467. Gegeven twee zijden van een driehoek, = 30 en 36, en 
de afstand = 16 van het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel tot de eerste dezer zijden. Bepaal de derde zijde. 

468. Gegeven de straal van den ingeschreven cirkel van een 
driehoek, = 15, en 4^ verbindingslijnen van het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel met twee hoekpunten, = 25 en 45. 
Bereken de verbindingsl^n met het derde hoekpunt. 

469. Van een driehoek is gegeven de omtrek = 25,49, 
Z. A = 50° 40' 12" en de afstand = 5,845 van A tot het raak- 
punt van den ingeschreven cirkel op AB. Bereken den straal 
van den 

a. ingeschreven cirkel, 6. omgeschreven cirkel. 

470. Van een driehoek is de omtrek 50, een zijde 13 en de straal 
van den ingeschreven cirkel 6. Bepaal den straal van den om- 
geschreven cirkel. 

471. Van een driehoek is gegeven de omtrek = 50,98; de 
hoek, dien de bissectrices uit A en B met elkaar vormen = 
115^ 20' 6" en de straal van den omgeschreven cirkel = 11,095. 
Bereken : 

a. de zijde c, fe. den straal van den ingeschreven cirkel 

472. Te bewijzen, in een driehoek (verg. No. 623 voor de 
beteekenis van Ta enz.) : 

2r [s — a) 
«• tg a = [s — a + r) s — a — r) ' ' " ' ' 
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--—--■• I - 1 

- ^ 2raS ^ 2rb [s — c] 

^ * "~ (S + Ta ) (5 fa] [n + S c] [fb 5 + c) 

^ 2 Tc (S — fc) 

[r,+ s—b)[rc—s + by 

(Het ontbrekende zelf in te vullen). 

473. Van een raaklijnyierhoek ABCD is gegeven Z. A == 
70°54'10^ de stukken AE = 25,34 en EB = 15,47 waarinde 
zijde AB door den ingeschreven cirkel verdeeld wordt, en het 
stuk CF = 10,93, als F het raakpunt op de zijde CD is. Bepaal 
de onbekende zijden en hoeken. 

474, Van een koordenvierhoek ABCD is gegeven AB = 15,23 ; 
Z. BDA = 65° 34' 10"; Z. BAC = 16° 17' 50"; Z BCD = 
110^25'. Bereken de onbekende elementen. 

475, Als van een driehoek gegeven zijn twee hoeken en de 
straal van den ingeschreven cirkel, druk dan in deze gegevens 
(voor logarithmische berekening geschikt) uit : 

a. de oppervlakte van den driehoek, die de raakpunten van 
den ingeschreven cirkel met de zijden tot hoekpunten heeft, 

b. den omtrek van dezen driehoek. 

476. a. Van een driehoek zijn gegeven de hoeken (3 en y en 
de verbindingslijn p van de raakpunten van den ingeschreven 
cirkel aan de zijden b en c. Bereken (voor logarithmische be- 
werking geschikt) de oppervlakte van dezen driehoek. 

b. Dezelfde opgave voor de getallengegevens p = 79° 13' 24'', 
Y = 50° 22' 36", p = 11,897 cM. 



§ 20. Herhaling 3. 

477. In een rechthoekigen driehoek is een rechthoekszijde 
1,6783 en de bissectrix van den rechten hoek 0,9583. Bereken 
de andere rechthoekszijde. 

478. Als A + B + C = 90°, schrijf dan eenvoudiger 

cos^ A — cos^ B 
cos C 

479. Bewijs; dat men in lederen driehoek met de zijden a, b 
en c en de hoeken a, p en y heeft 
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• 2 

„ 2 _ 5- & sin g . . ^ _ 2yjs [s-a)(s-b){s—c) 

OC 

2-— 

COS 2 ^ — Q gj^Qj Qj — Q a + fc 

b. ^ r X -^-^* • c/. cos — ;^= X 

p 5 — 6 sinp 2 c 



cos* 2 



X 



1/ 



(5_a) (5-6) 



a 6 



480. In een rechthoekigen driehoek is de schuine zijde AB = 
16,314 en de rechthoekszijde AC — 9,952. Als D het midden 

is van AC en E een punt op AB zoodat AE = j AB, bere- 
ken dan Z. EDC, 

481. Een waarnemer op het dak van een huis ziet. den top 
van een 123 M. hoogen toren onder een hoek van 25° 17' 38" 
met de horizontaal, den voet onder een hoek van 6° 32' met 
de horizontaal. Op welke hoogte bevond hij zich zelf ? 

482. Van een koordenvierhoek ABCD is gegeven de straal 
van den omgeschreven cirkel = 25, voorts Z A = 130°, 
AB = 15, BC = 35. Bereken de onbekende hoeken en zijden. 

483. Trekt men in A ABC, waarin AB < AC en AD een 
hoogtelijn is, een lijn AE zoodat Z BAD = Z. DAE, bewijs 
dan dat men heeft : 

sinCAE _ CE 
^' sin CAB " CB ' 

b. CE^ = CA? + AB^ — 2 CA x AB cos (B — C). 

484. Als gegeven is a + p + y = 180"^, te bewijzen : 

^ P Y 

a. sin a + sin (3 + sin y = 4 cos 2 cos 2 cos 0* 

a 3 Y 
D. cos a + cos p + cosy = 1 + 4sin 2sin ^sin 2" 



> 
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ft 

485- De diagonalen AC en BD van een regelmatigen zeshoek 

ABCDEF snijden elkaar in P. Men wil op boog BFD éénpunt 
bepalen, wanneer men de stukken BP en PD ziet onder hoeken, 
die zich verhouden als die stukken. Bepaal, op welken afstand 
dit punt van A moet liggen, als de straal van den cirkel 3 is. 

486» Als de zwaartelijnen van A ABC de hoeken A, B en C 
in de stukken Ai en Ao, Bi en B2f Ci en C2 verdeelen (rond- 
gaande), bewijs dan dat men heeft 

sinAa . . sin Bi . sinB^ . sinCi . ^ 

- — A~ sm A = . p sin B; -; — 0" sm d = -; — 7^ sm L; 
sm Al sm D2 sm Bi sm C2 

sinCa . ^ sin Al . 

— — rr sm C = — — r- sm A. 
sm Cl sm A2 



487. In 'a abc, waarin AB = 10 en AC = 15 is, trekt men 
AD, zoodat Z. DAB = 3 Z CAB. Als deze lijn den drie- 
hoek in deelen verdeelt, die zich verhouden als 4 : 9, bereken 
dan Z CAB. 

488. Van een vierhoek, waarin en waarom een cirkel be- 
schreven kan worden, maken de rechten, die het middelpunt 
van den ingeschreven cirkel met twee opeenvolgende hoek- 
punten verbinden, een hoek van 96^ 52' 12" met elkaar en heb- 
ben een lengte van 8 cM en 5 cM. Bepaal de oppervlakte van 
dezen vierhoek. 

489. a. Van een driehoek zijn "gegeven twee hoeken p en y 
en het stuk q tusschen het hoekpunt A en het raakpunt van 
den ingeschreven cirkel op de zijde AC, Bereken (voor loga- 
rithmische bewerking geschikt) de oppervlakte van den driehoek, 
die door verbinding der 3 raakpunten van den ingeschreven 
cirkel op de drie zijden ontstaat. 

b. Dezelfde opgave voor de getallengegevens p = 79° 13' 24", 
Y = 50° 22' 36'', q = 12,308 cM. 



i 

I 
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E. GONIOMETRISCHE VERGELIJKINGEN. 
§• 21, Goniometrische vergelijkingen. 

Theorie, 
a. Kwadranten* 

Een goniometrische vergelijking is een vergelijking, waarin de onbekende 
als hoek in een of meer goniometrische verhoudingen voorkomt. 

Bijv. sitt*jc + tg (jc — 15°) — sec 3jc = 5 

is een goniometrische vergelijking in de onbekende x. 
De eenvoudigste goniometrische vergelijkingen zijn van de volgende vormen : 

Eerste voorbeeld. sinx = — 0,9. 

Men lost deze vergelijking op door gebruikmaking van de tafels, in verband 
met wat in § 13 over het teeken van de goniometrische verhoudingen in 
verschillende kwadranten gezegd is. 

Volgens Form. 47 heeft men nl. sin jc = — sin ( — jc) ; de vergelijking 
wordt daardoor 

sin {— X) = + 0,9 
met de oplossing 

log sin (— jc) = log 0.9 - 9.95424 — 10 
— X « 64° 9' 30" ± k X ^óO'» of — X = 115° 50' 30" ± k x 360°, 
want het supplement heeft denzelfden sinus als de hoek. Uit de beide ver- 
gelijkingen volgt 

X = 295° 50' 30" ± k X 360° of 244° 9' 30" ± k x 360° 
en de tusschen (f en 360° gelegen waarden van x zijn 

244° 9' 30" en 295° 50' 30". 

Tweede voorbeeld. cos 3x = V^0,3 

Oplossing. log cos 3 X = è log 0,3 = 9.73856 — 10 

3x = 56° 47' 21" ± k X 360° of 3x = — 56° 47' 21" ± k x 360°. 
want de negatieve hoek heeft denzelfden cosinus als de positieve (Form 48). 
Dus 
X = 18° 55' 47" ± k X 120° of x = — 18° 55' 47" ± k x 120°, 
en de tusschen 0° en 360° gelegen waarden van x zijn 
X = 18° 55' 47'' 138° 55' 47" 258° 55' 47" 

101° 4' 13" 221° 4' 13" 341° -T 13". 

De uit den tweeden vorm voor x volgende waarden zijn op den tweeden 
regel geplaatst, naar grootte tusschen die van den eersten regel in. 

Derde voorbeeld. tg (5x + 10°) = — 0,1. 

Oplossing. tg (— 5x — 10°) = 0,1, 

(omdat de negatieve hoek den tegengestelden tangens heeft, form. 49) 

log tg {— 5jc — 10°) =9 — 10 
— 5x — 10° = 5° 42' 38" ± k x 180°. 

Hier wordt 180° bijgevoegd of afgetrokken, en niet 360°, omdat de tangens 
reeds na 2 kwadranten weer hetzelfde teeken heeft (Form. 53). 
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Verder volgt — 5 x = 150° 42' 38'' ± k x 180° 

jc = — 3° 8" 32" ± ;fe X 36° 
met de volgende waarden tusschen 0° en 360° : 

32° 51' 28", 68° 51' 28"* 104° 51' 28" SSö** 51' 28". 



b. Kwadrant-verband, 

Voorbeeld, Op te lossen 

sin (3x + 15°) = sin {5jc — 45°). 

Daar de sinussen van twee hoeken gelijk zijn, als de hoeken gelijk zijn (of 
een aantal malen 360° verschillen), of als zij supplementair zijn (of daarbij 
nog een aantal malen 360° verschillen), heeft men de volgende oplossingen : 
3 jc + 15° = 5 X — 45« ± ;fe X 360° of 3 x 4- 15° = 180° — {5x— 45*) ±k x 360°. 
2x = 60° ± ;fe X 360° 8x = 210° ± k x 360° 

X = 30° ± ;fe X 180°, X = 26° 15' ± ife x 45° 

en de volgende waarden tusschen O en 360° : 
x= 30° 210° 

26° 15' 71° 15' 116° 15' 161° 15' 206° 15' 251° 15' 296° 15' 341° 15'. 



c, In één goniometrische verhouding. 

Wanneer in een goniometrische vergelijking enkel goniometrische verhou- 
dingen voorkomen, die alle in één van hen, of alle in een enkele andere 
goniometrische verhouding uit te drukken zijn, dan verandert door deze uit- 
drukking de vergelijking in een algebraïsche vergelijking met één onbekende 
(nl. de goniometrische verhouding, waarin is uitgedrukt), die opgelost kan 
worden, waarna men het geval o) heeft. 

Voorbeeld. (sec^x + 1) cot x = 3. 

Oplossing. De secans kan uitgedrukt worden in den tangens : sec-x = 1 + tg^x 

de cotangens insgelijks in den tangens : cot x = -- — Daardoor wordt de 

vergelijking, na vermenigvuldiging met tg x ter verdrijving der breuken : 

tg2.x — 3 tg X + 2 = O, 
een vierkants vergelijking in tgx met de wortels 

= 2 of 1. 

Beide waarden zijn bruikbaar, omdat de tangens alle mogelijke waarden 
kan aannemen. Verder heeft men dus 

tgx = 1 tgjc = 2 . 

X = 45° ± & X 180° log tgx = 0,30103 

X = 63° 26' 6'' ± ife X 180° 
en de oplossingen tusschen 0° en 360° zijn 

X = 45° 225° 

63° 26' 6" 243° 26' 6". 
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Opmerking, Daar alle gonjlometrische verhoudingen van een hoek rationeel 
uit te drukken zijn in den tangens van den halven hoek (zie No. 266), leent 
zich de tangens van den halven hoek dikwijls in het bijzonder tot het gebruik 
als enkele onbekende, waarvan hierboven gesproken werd. 

Voorbeeld, Op te lossen 

tg i JC -}- cosec = 2. 

Oplossing, Drukt men cosecjc in tg i jc uit : cosec x = 



sm X 



sec2 ^ 1 + tg2 -^ 
1 1 2*2 



2sinyC0s|- 2tgyC082 y 2 tg y 2 tg y 



dan wordt de 



vergelijking 



of, na herleiding 



met de oplossingen 



1 + tg2 è X 
tg è X + - 2 

2tg^ 
* 2 



3 tg2-|- -4 tg y 4- 1 = 



j.^^ ^^ /16--12 ^iof4-. 



dus 

X 



2 = 45^ ± * X 180° of log tgy = 9,52288 — 10 

X = 90° ± & X 360° y = 18' 26' 6" ± & x 180* 

X = 36° 52' 12' ± & X 360' 
en tusschen 0° en 360^ : 

X = 900 of 360 52' 12''. 



Cf. Homogene vergelijkingen insin x en cos jc. 

Voorbeeld, Op te lossen 

10 sin® jc — 21 sin^jc cos jc — 10 sinjc cos*jc = O 

Oplossing. Deze vergelijking is homogeen van den derden graad in sin x 
en cos X, Na deeling door cos® x (evenals men dat in de algebra doet bij 1 
homogene vergelijking met 2 onbekenden) neemt zij den vorm aan 

10 tg'jC — 21 tg2jC — 10 tg AT = 0. 

Na uitdeeling van den factor tgjc, waarbij men te stellen heeft 

tgx = O, 
dus X = O ± ife X 1800, 
krijgt men 

10 tg2x — 21 tgx — 10 = O (1) 

met de oplossingen 
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21 ± /441 + 400 21 ± 29 A - A 
tg^= 2Ö = — 20— = 6of- 5 

tgx = 2,5 of tg (— x) = y, 

log tg X =- 0,39794 log tg (— x) = 9,60206 — 10 

X = 68nV55" ±k X 1800; x - — 21048'5'' ± kx 180° of 158011'55" ± &x ISO» 

(De gevonden waarden verschillen, afgezien van de toevoeging ±k x 180^, 

90^. Dit is, doordat in de vergelijking (1) de term met tg'x en de bekende 

term tegengesteld gel^ke coëfficiënten (10 en — 10) hebben; daardoor wordt 

het produkt der wortels = ^ = — 1, dus, als de wortels tgx^entgxa 

lü *■ 

1 
zijn. tgjci X tgX2 = — 1, tgX2= — — ^ = — cotxi = + tgr90o + jcj); 

dus X2 = 900 + xi). 

De beide gevonden waarden laten zich brengen in den gemeenschappelijken 
vorm 

X = 680 11' 55'' ± fe X 900 
en de oplossingen tusschen OO en 360^ zijn (met de reeds gevonden oplossing 
X = O ± i5f X 1800 mee) 

a: = O, 1800, 3500. 

680 11/ 55'/^ 1580 n' 55'', 2480 11' 55", 3380 11'55" 

Men heeft dus het volgende 

Recept Als een vergelijking homogeen is naar cosinus en sinus van een- 
zelfden hoek : voer den tangens in. 



e» Cosinus- en sinus-sommen. 

Voorbeeld. Op te lossen de vergelijking 

sin X — sin 2 * + cos x — cos 2 X'= 0. 

Oplossing, Van de eerste twee termen is een produkt te maken : 

X 3 X 
sin X — sin 2 x = 2 sin ^ cos — . 

Eveneens van de laatste twee,: 

X 3 X 

cos X — cos 2 X = — 2 sin -y sin —^' 

Daardoor krijgt de vergelijking 

2,X ó X ^ , X , ó X ^ X 

sm -TT cos -r 2 sm -öt sin -;;- = O 

2 2 2 2 

X 

een factor sin -2-* dien men eruit kan deelen na stellen van 

sin y = O, y == O ± & X 1800, 

X =z O ± k X 3600. (1) 
De overblijvende vergelijking 

3x . 3x ^ 

cos —zz sm —r- = o 
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is homogeen naar cos — - en sin -^ en wordt dus volgens (f) behandeld; zij 

levert x ^^ 4 

té -;r = 1 



dus 



.2 

* 

^'^= 450 ± & X 1800, 



2 

jc ^ 300 ± h X 120» (2). 

De gevonden waarden tusschen 0^ en 360^ zijn : 

X = 00, 360». 

300, 1500, 2700, 



/, Dubbele hoek. 

Voorbeeld. Op te lossen de vergelijking 

3 sin2 jc (1 + 4 cos2 x) + 20 sinJC cosJC + 3 cos2 x =z Q. 

Oplossing. In deze vergelijking komen alleen vormen voor, ó^e naar sin.^ 

en cos X üan Jen tweeden graad zijn. Daar in de formules voor sin 2 x en cos 2 x : 

sin 2 JC = 2 sin x cos x, cos 2x = cos2 x — sin2 jc = 2 cos2 x, — 1 = 1— 2sin2 x 

alle tweede leden van den tweeden graad zijn, ligt het voor de^ hand, om te 

trachten, vormen van den tweeden -graad in sinus en cosinus van den eersten 

graad te maken door den dubbelen hoek 2jc in te voeren. Dit kan inderdaad 

geschieden door de formules (zie form. 30 en 31] 

sin 2jc . ^ 1 — cos 2 JC , 1 + cos 2jc 
sm JC cos JC = — - — , sm2 jc = , cos2 x = • 

^ £ mt 

Daardoor wordt de gegeven vergelijking, na herleiding 

— 3 cos2 2 JC + 10 sin 2 JC + 6 = 0. 

Hierin is, volgens c, gemakkelijk cos^ 2 jc rationeel in sin 2 x uit te drukken : 
cos2 2x r=. \ — sin2 2 x^ waardoor de vergelijking wordt. 

3 sin2 2jc + 10 sin 2jc + 3 = o 
met de oplossingen 

sin 2JC ^ -10^ /Ïöö^ 3i^ -'l0:i=8 ^ _ 3 ^f_JL. 

6 6 3 

De eerste waarde moet verworpen worden, omdat sin 2 JC in absolute waarde 
niet grooter dan 1 kan zijn. De tweede levert 

sin (— 2jc) = -. 

log sin (— 2 a:) = 9,52288 — 10 / 

— 2jc = 19028'17" ± k y. 360» of — 2jc = 16003r43'' ± & x 360o 
j: = — 9044'8'' ± ife X 1800 jc = — 8O0 15' 52" ± A: x I8OO 

met de oplossingen tusschen OO en 3600 : 

JC = 1700 15' 52'', 3500 15' 52". 

990 44/ g//^ 2790 44' 8", 



II § 21. GONIOMETRISCHE VERGELIJKINGEN. 103 

Wij hebben dus het volgende 

Recept Als een vergelijking alleen termen van den tweeden graad in sinus 
en cosinus van een zelfden hoek bevat : i;oor den dubbelen hoek in. 



g. Hulphoe k. 

Eerste voorbeeld. Op te lossen de vergelijking 

cos X ■¥ tg ? sin ;r = 2, (1) 

waarin rp een bekende hoek is, bijv. ^ = 70^. 

) sin (f\ 
Oplossing. Vermenigvuldigt men, ter verdrijving van breuken (tg »= 1 

met cos 9>, dan wordt de vergelijking 

cos X cos 9> 4- sin ^ sin ;r = 2 cos y. 
Hierin is het eerste lid gelijk a^n cos (jc — ^ ;) dus 

cos [x — 9>) =2 cos (p, V 

of, bij de gegeven waarde van 9, 

cos (x — W] = 2 cos 70^ 
log cos (x — W] = log 2 4- log cos 70» = 9,83508 — 10 
;^ — 700 = ± 46^ 50' 37'' ± k x 360» 

enz. 
Was nu niet gegeven geweest de^vergelijking (1), maar bijv. 
Tweede voorbeeld, cos ;r + 3 sin;r = 2, (2) 

dan zou deze vergelijking wel niet den vorm gehad hebben van de verge- 
lijking (1), maar zij zou dien vorm hebben kunnen krijgen door 3 te vervangen 
door tg ft waarbij f even goed bekend geweest zou zijn als in (1); men zou 
dan nl. hebben 

tg (p = 3 
log tg (p = 0,47712 

9 = 710 33' 54" 

(toevoeging van k X 180'^ overbodig ;) zij zou daardoor geworden zijn 

cos;»? + tg (p sin^ = 2 
met geheel dezelfde oplossing als in het eerste voorbeeld, met het eenige 

verschil, dat ? nu de waarde 7lo33'54" heeft in plaats van 70o. 

De hoek m wordt dan de hulphoek genoemd. Hij kan dus gebruikt worden 

in vergelijkingen, die zijn van den vorm 

A cos;»; + B sin^r = C, 

dat zijn dus vergelijkingen, die van den eersten graad zijn naar cosinus en 

sinus van eenzelfden hoek. Na deeling door A wordt die vergelijking nl. 

, B . C 

cosjc + -j- smjc = nr 
A A 

en door het stellen van 

-- = tg^ - 
en vermenigvuldiging met cos m ; 

cos (x — q)) ^ , -T- cos 9» ^"^* 
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Men kan ook door B deelen en—- = tgm stellen, waardoor men sin 

B * 

{x + 9) zou vinden. 

Op deze wijze wordt het overbodig, cosx in sinx of omgekeerd uit te 
drukken, hetgeen aanleiding zou geven tot irrationeele vormen, en, bij ver- 
drijving daarvan door kwadrateering, iot invoeren van wortels. 

Opmerking, Men zou de vergelijking (2) ook, doch niet zoo eenvoudig, 
volgens de bij c] gemaakte Opmerking kunnen behandelen. 

Vraagstukken, 
Kwadranten. 

490. Op te lossen: 

5 
a. cos jc = — ^ d. sec (i jc — 20^) = — 5, 

6. sin 2 a; = i Vs, e. 4 cos x = V^+ \f2' 

c. tg (20^ — x) = — 3\, f. 4sin (yx + 9°) = yff—yfë. 

49L Op te lossen : 

a. cot^ [9x + 10^) = 8, 

b. cosec* (45® — t x) = 324, ' 

c. 4 sin'x + 2 (V^— 1) sinx— V 3"= O, 
c/. 6 cos^ 5 JC — cos 5 JC = 1, 

e.' 4 sin^ (30 — 3x) + 17 sin (30"— 3 jc) + 4 - O, 

t 4 cosjc cotjc — 2V3(cosjc + cotjc) + 3 = 0, 

2 2 ' 

g. 10 sec^ yjc coscc^ JC — 4 scc^yjc-^25 cosec^jc 4; 10 = 0. 



6. Kwadrant-verband. 

' 492. Op te lossen : 

a. sin 4jc = sin(6jc — 20°), d. secyjc = sec ^jc, 

6. cos 2 jc= cos (50° — 3 jc), e. cot (p jc — 9 a) = cot (<? x — p a). 
c. tg (2jc— 10°) = tg (5x— 28°), 

493. Op te lossen : 

a. sin 3x = — sin2jc, c/. cot (0,3 jc — 30°)= — cot ( — 0,6x), 
6. cos 5x + cos 3jc = O, e, cosec (jc — Ca) = — cosec (Cx— a). 
c. tg (3x— 15°) = — tg (30° + 6x), 
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494. Op te lossen : 

a. sec [5x — 6") cos [x — 12°) = 1, 

sin (6x — 14°) 
^' sin (2x — 13°) cos (2x — 13°) ^' 

c. sin* 2x cosec* 3j: = 1, 

d. sin 5jc = cos lx, 

e. sec (2x — 30°) + cosec (Zx + 40°) = O, 

/. cot [nx + x) — tg [nx + x] sin [nx + x) = O, 
g. tg nx + cot [mx + a) = O, 

''• ' cot 7* ' - ^' 



c In één goniometrische verhouding. 

495. Op te lossen : 

a. 6 sin^ x = — 5 cos jc, c/. 3 tg x — 7 cot x = 20, 

/?. sec^jc + 9tgx = 11, e. sin*jc + cot^ jc = 2y. 

c. cosec X + sin X = 3y, /. sin x sec x — cos x cosec x =v y V 3* 

496. Op te lossen : 

a. V3^ cos 2x = cos jc, 

fc. 3 sin 2x = sinx, 

c. 9tg2jc + 2tgjc = 0, 

d. sin^ 2x + 0,4 cos 2x = 0,4, 

^. 4 tgx + 10 cosx — I6-3 sin 2x = 10 secx, 
ƒ. 2 cos 2x — 15 sin 3x = 2, 
g, tg 3x = (2 + V3j tgx. 

497. Op te lossen : 

a. 2 sin^ 5 x — 1 = O, 

fc. cos 4x (cos 4 X — a^) = cos 4x, « 

c. tg2 3x + tg 3x = O, 

d. 3 cosec 2x = 1 + cot^ 2x, 
es 3 cosec 2x == 1 + cot^ x, 

/, 5 tg (4x + 30^) — 2 cot (4x + 30°) = — 3, 

g. sin 2x tg 2x — cosec 2x cot 2x = — ^, 
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498. Op te lossen : 

a. 20 (sinx + tgx) + 9 cotijc = O, 

6. sec X + tg X = 2 (1 + tg i x), 

c. 2 cos 3x — 3 cot 3x tg IJx = 2, 

d. 10 sinx + 5 cosx = 11, 

e. 9 sin (15° — 3x) + 7 cos (15° — 3x) + 11 = O, 

f. 5 sin 2x + 15 cos^x =17 cosx. 



d. Homogeen in sinus en cosinus. 

499. Op te lossen : 

sin X — cos X __ 

a. ; 1 — 7, 

smx + cosx 

6. 6 cos^ X = sin^ x + V ^ ^^^ ^ ^^^ ^' 

sin 3x ^ ^ 

c. -7^ — -. — = — T ö — + 2 tg 3x = — 1. 

2 sm 3 X + cos 3 x ^ 

d. sin^x (sinx + 9,1 cosx) = cos^x (9,1 sinx + cosx). 

500. Op te lossen: 

a. sinx + cosx = cosecx, 

, 7 cosx 

&. 4 cosecx + 7 = i — , » 

1 + cosx 

X 

c. 25 tgx tg 2 — secx = 1. 

501. Op te lossen : 

a. sin [x — 45°) = —^ cos x, 

3 

b. V2"sin (x + 45°) = V^cos (x — 30°), 

sin 10° , ^^, 

c. cos X + 10° = — — ^7^ cos X — 70° . 

^ ' sm 70 ^ ' 



e. Cosinus- en sinussommen. 

502. Op te lossen : 

a. sin 7x + sin 5x = sin 6x, 

6. 5 cos (3x + 40°) — 5 cos (3x — 40°) = 4, 

c. 1 + 2 cos 2ix + 2 cos IJx = 2 cos^ x, 

c/. sin 5x cos 5x — sin x cos x = sin 2x — 2 sin 2x sin^ 3x. 
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503. Op te tossen: 

a. sin X + sin 2x + sin 3x = cos x + cos 2x + cos 3x, 

6. sin lx — cos lx = sin 2x — cos 2x, 

c. sin X + sin nx = V 3 cos x — V^cos nx. 



f. Dubbele hoek. 

504. Op te lossen : 

a. i^ X — 6 V 2 sin x cos x — sec^ x = — 4, 

b. 5 (tg X — cot x) sin 2 X = 3, 

c. cos X (cos X + sin x) — sin x (sin x — 4 cos x) = O, 

d. 2 sin X tg X — sec x = 3 cos x, 

e. sin^x + 9 sinx cosx + 3 cos^x = 5\, 

505. Op te lossen: 

a. tg 3x (1 +9 cos^ 3x) + cot 3x = 6, 

b. 7 (sec^ 2x — cosec^ 2x) = 48, 

c. cos' 9 + sïn' cp + (cos^ 9 + sin^ 9) cos 9 sin 9 = 

= 0,925 (cos 9 + sin 9). 



g. H u 1 p h o e k. 

506- Op te lossen : 

a.. sinx — 2 cosx = 2, 

b. V^cosx + 3 sinx = — 2, 

c. 2 sin 3 X = 3 — 4 sin (90° + 3 x), 

d. 5 + tg (2x + 30°) = — sec (2x + 30°). 

507. Op te lossen: 

X X / 

a. 4 sin — cos -r + V 1 + cos x = 1, 

4 4 

b. sin^ X — 9 cos^ x = 2 sin x — 6 cos x, 

c. 16 cos (x + 60°) + 24 sin j cos -r cos ^ + 

20 cos^ j"-!^ _ 30°") = 7, 

d cosx (1 — tg' 41°) + 2 sin X tg 41° = 3 — 3 tg^ 41°, 

e. (tg 13° — 1) (sinx + S^ + (tg 13° + 1) cosx = 0. 
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h. Gemengd. 

508. Op te lossen: 

a. 2 (tgx + tg 15"*) = secjc, 

b. tgjc + tg 2jc = — 8 sin 3jc cosjc, 

c. 2 )tg (2jc + 35°) — tgjcj - 3 (tgjc + tg 35°). 
c/. cot 2Jjc — tg IJjc = cos 4x cosec 5x sec l^jc, 
e. cot 5x + tg jc = 6 (sec x — 8 cos x sin^ x). 

509. Op te lossen: 

a. cot^ X — 2 cot jc = O, 

b. sec 3jc = cosec 5 (180° — jc), 

c. Vsinx = tg X, 

c/. sin J X + 5 cos i jc = 5, 
e. 5 cosec x = cosec^ jc. 

510. Op te lossen: 

a. cos^ 5jc = cos (180° — 5x) cos (7jc — 180°), 

6. cosec JC — 2 sec jc = cosec jc sec x, 

c. sin^ JC (5 sin jc + 23 cos jc) = 10 sin jc cos^ x. 

511. Op te lossen: 

a. tg 5jc sin 6x — cot 3jc sin 9x = cot 3x sin 6jc — 

tg 5a: sin 9x, 
6. 3 tgx sinx + 10 sin X — 3 cot 3x sin'x — ^ 

10 cot 3x cósx = O, 

c. 3 (cos^ X cosec^ x — sin* x sec* x) — 10 V 3 cos x cosec x — 

2 yj^sin X sec X + 24 = 0. 

512. Op te lossen: 

sin* 2x + cos* 2x + 6 sin* 2x cos* 2x + y sin 4x = 1 j. 

513. Op te lossen: 

cos x^ 

V3 
6. cos^ X + sin'* x + (cos x + sin x)^ = 

= 6 cos^ X + 6 cos* X sin x + cos x + sin x. 

514. Op te lossen: , 

a. sin (240° — 5 a:) sec (240° — 5 a:) = 2 tg (210° + 5 a:), 

, cos (300° — 3 a:) sin (330° + 3 a:) , i 

t>. — ; — T^iT^ö ^— i m^ — ; — ^^-^ h t = ü. 



a. V 3 cos X (V 3 cos x + sin x) =2 + 3 sin x (sin x — "77^ l 



sin (72° — 3 a:) sec (18° + 3 a:) 
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515. Op te lossen : 

a, cos® 9 — sin® 9 = t" cos 2 9, 

b, cos* 9 — iV V 3 = sin* 9 — x V 3 sin 9 cos 9. 

§ 22. Herhaling é. 

516. Bewijs, dat men in een driehoek heeft. 

g — p _ g — b i / s \s—c\ 
~2 c V a b ' 



a. sm 



b. cos —f _« + »! /(»-«)(»-« 



IX^ 



2 c V a b 



_ xrf « — P ^ q— & I X s [s — c) 

^^2 a + 6 K [s — a] [s—b]' 



517. Van een opgelaten vheger, die 3 M hoog is, ziet men 
de bovenste helft der as onder een hoek van 15' 5"^ en de 
onderste helft onder een hoek van 14' 55". Als de oogstraal 
naar het midden der as een hoek van 23° 5' met den horizon 
maakt en het oog van den waarnemer 1,67 M boven den grond 
is, hoe hoog is d^n het midden van den vlieger boven den grond? 

518. Op te lossen: 

a. sec^ 2x (sin 4x + cos 4x) = 2. 

b. 3 sin* X — 10 sin^ x cos^ a; + 3 cos* a: = 0. 

519. Druk alle goniometrische verhoudingen van a uit in cot —. 

520. Op te lossen: 

a. (sin 3x — 1) sin 3a: = (1 — sin 3a:) sin ( — 5a:), 
fe. 1 + cosec X = — 5 cos x cosec a:, 

c. sin^ a: + sin a: cos x = 0,4. 

521. Bewijs, dat de som der afstanden van het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel (straal R) tot de zijden 6 en c gelijk 

B — C 

A B — C ° ^^® ~~^ — 

is aan 2Rsin ^ cos — - — of aan 



2 cos -y 
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522. Op te lossen: 

a. sin 4x tg x — cos 8x tg lx = cos 8a: tg x — sin 4x tg lx, 

b, 2 sinx cosx — 10 tg^x (1 + cos 2x] + 5=0. 

523. Een vliegtuig bevindt zich loodrecht boven een recht 
baanvak van een spoorweg, lang 2400 M. Als de einden van 
dat vak uit het vliegtuig onder hoeken van 50^13' en ^0''15'20" 
met de verticaal gezien worden, hoe hoog was dan het vliegtuig ? 

524. Op te lossen : 

a. \Tsin [x — 60°) + V^ cos [x + 45°) = O, 

, ^ sin 2x 

b. tg óx — tg 2rr = ~rr~^ — r 

* * cos Zx + cos X 

525. a. Te bewijzen in een driehoek : 

a cos i B sin i C __ 6 sin 4 C sin JA __ c cos ^ B sin j A 
cos i A sin J B cos \ C 

b. Bewijs met behulp van deze gelijkheden 
[s — bf sinèB ' _ 

"~ 4 sin i A cos^ i B sin i C ■"•••• 

Het ontbrekende zelf in te vullen. 

c. Druk met behulp van de gelijkheden in jot de oppervlakte 
van den driehoek uit in 5 — 6 (of in 5 — a of 5 — c) en de 
hoeken. 

526. Vierhoek ABCD, waarin AB = 12 en CD = 16, wordt 
door diagonaal AC in twee deelen verdeeld, die zich verhouden 
als 2 : 1. Als Z. CAB de helft is van Z. DCA, bereken dan 
Z CAB. 

527. Op te lossen : 

a. tg (240° — 5a;) cos (210° + 5x] — sin (210° + 5x) - 

y cos (30° + 5x) = O, 

, tg (28 8° — 3a:) tg (162M- 3^) ^ j^ 

^' sec (240° — 3a;) cosec (210° + 3a:) ^' 

528. Druk sin [x + 45°) uit in tg i x. 

529. Op te lossen: 

a. tg (240° — 4 a;) tg (30° + a;) + 1 = O, 
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tg (240° -4x) 
tg (30° + 4x] ~ "^ ^ ^' 

530. Als in A ABC de zwaartelijn uit A den hoek a in de 
twee aan de zijden b en c grenzende deelen x en y verdeelt, 
bewijs dan 

« 

X — y 6 — Y ^ + y S + Y 

tÉ —2"^: tg i^= tg-f^: tgL_ï. 

531* Als gegeven zijn twee hoeken van^ een driehoek, = 
63° 28' en 35° 37^ bereken dan de deelen, waarin de derde 
hoek door de zwaartelijn uit het hoekpunt van dien hoek ver- 
deeld wordt. 

532. Als gegeven is cosec^ a = l-g- en sec 2p = I-3-, terwijl 

a een stompe hoek is en p een hoek is in het vierde kwadrant, 
bepaal dan zonder tafel tg (90° + a — J p). 

533. In vierhoek ABCD, waarin AB = 30,8 en BC = 14,06 
een rechten hoek insluiten, ziet men uit D deze zijden respectie- 
velijk onder hoeken van 121° en 31°. Onder welken hoek ziet 
men uit B de verbindingslijn van D met het midden van AC ? 

534. Als gegeven is 

sin B (cos C — cos A) = (sin A — sin C) (1 + cos B), 
bewijs dan, dat óf A = C, óf B = 180°, óf A + B + C = 

180° is. 

535. a. Van een vierhoek ABCD, waarin en waarom een 
cirkel beschreven kan worden, is Z. A = a, Z. B = p, terwijl 
de straal van den ingeschreven cirkel r is. Bepaal (voor loga- 
rithmische berekening geschikt) de oppervlakte van dezen 
vierhoek. 

fe. Pezelfde opgave voor de getallengegevens a = 80°32' 17", 
P = 70° 29' ir, r = 15,3 cM. 

536. Op te lossen : 

a. sin X cos x — 7 sin^ re = — 6, 

6. sin 3a: (sin 3x + Vl»^2) = cos 3x (cos 3a: + Vl.62). 
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537. Als de verbindingslijnen van het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel van een driehoek met de hoekpunten 
A, B en C p, 9 en r zijn, bewijs dan 



P ' 9 



- - \/ ~ ■■ \/ '-^ v-^- 



538. Als de afstanden van het hoogtepunt van een driehoek 
tot de drie hoekpunten zijn /, g en A, en de hoogtelijnen 
ha, hb en hc te bewijzen 

a. / + g + /i=2R(l + 4 sin-Jsm|-sin^ 

ha COS -^ 

b, = sm ^sm^. 

2 s 2 2 

539. Op te lossen 

sin (2rc + 30°) — cos (2x + 30°) + 5V2~cos (2x— 15°)=0. 

540. Als gegeven is A + .B + C = 90°, te bewijzen 
cos (A — 60°) + cos (B — 60°) + cos (C — 60°) = 

= 4 cos^^ + 15° J cos ^1 + 15°) cos ^ + 15°Y 

541. Tc bewijzen in een willekeurigen driehoek 
üt a \a — h cos -^ =^ c [c — h cos a), 

h — a (cos Y — sin y) __ c 
c — a (cos p — sin p) b 

542. Als de hoogtelijn van een driehoek een hoek in de 

deelen x en y en de overstaande zijde in de deelen h en k 

verdeeld, te bewijzen dat men heeft 

h — k 
sin [x — y) = h + k ^^ ^^ "^ ^^' 

543. Als hoogtelijn en bissectrix van A ABC, beide uit A, 
een hoek 9 vormen, terwijl hoogtelijn en zwaartelijn uit Aeen 
stuk = d uit de zijde a snijden, te bewijzen 

2c/ 

sin 2 9 = — sina. 
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544. Als men in een willekeurig hoekpunt van A ABC twee 
rechten trekt, die gelijk zijn aan een der aan dat hoekpunt 
grenzende zijden en met die zijde naar weerszijden den hoek 
H maken, en men verbindt de uiteinden dezer rechten met het 
over de gekozen zijde liggende hoekpunt door de verbindings- 

* rechten p en q, bewijs dan 

p2 _ ^ ^ S A 'ABC X sin H. 

545. a. In een driehoek is gegeven een zijde a, het verschil 
der beide andere zijden Vbc en de hoek a. Geef een formule» 
voor logarithmische berekening geschikt, voor de berekening 
der hoeken ^ en y 

b. Te berekenen de elementen van een driehoek, als gegeven 
zijn a = 17 cM, Ubc == 3 cM, a = 41°. 

546. a. In een driehoek is de omtrek = 2s gegeven, en de 
hoeken a, ^ en y. Geef formules, voor logarithmische bereke- 
ning geschikt, voor de bepaling der drie zijden. 

b. Van een driehoek de zijden te berekenen, als gegeven 
zijn de omtrek = 100 cM en twee hoeken, 33*^ 17' 24"^ en 
67° 23' 36''. 



547. Als A, B, C en D de hoeken van een vierhoek zijn, 
bewijs dan 

cos^ A + cos^ B + cos^ C + cos^ D = 

= 2 (1 + cos (A + B) cos (A + C) cos (A + D) ) = 

(Het ontbrekende zelf in te vullen). 

Wat wordt uit deze vergelijking wanneer D = 180°? 

548. Ontbind in factoren 

x^ — 4 xy cos P cos C + 2/ (cos 2C + cos 2P). 

549. Als gegeven isa + P + Y + 8= 180°, te bewijzen 
a. sin a sin p + sin y sin S = sin (a + y) sin (a + S) = 

= sin (P + S) sin (p + y), 
6. cos a cos P + cos y cos 8 = sin (a + y) sin (a + 8) = 

= sin (P + 8) sin (p + y), 

c. sin a cos p — sin y cos 8 = — sin (a + y) cos (a + 8) = 

= sin (P + 8) cos (P + y), 

d. cos a sin p — cos y sin 8 = sin (a + y) cos (a + 8) = 

= — sin (P + 8) cos (P + y). 

8 
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550, Als gegeven is a + P + y = 180^, bewijs dan 
- sin p cos Y + sin ( (3 + y I cos ( P — "ö" ) = 

= cos 



^-(2P+t) 



551. Als A, B| C en D de hoeken van een vierhoek zijn, 
bewijs dan ; 

a, cos C cos D — cos A cos B =• sin (A + C) sin (A + D) = 

= sin (B + D) sin (B + C), 

b, sin C sin D — sin A sin B = — sin (A + D) sin (B + D) = 

= — sin (B + C) sin (A + C), 

c. cos C sin D + cos A sin B = cos (A + D) sin (B + D) = 

= — cos (B + C) sin (A + C), 

d. cos C sin D + sin A cos B = sin (A + D) cos (B + D) = 

= — sin (B + q-cos (A + C). 

552. Als A, B| C en D de hoeken van een vierhoek zijn, 
bewijs dan 

tgA + tgB + tgC + tgD = 

sin (A + B) sm (A + C) sin (A +D) 



cos A cos B cos C cos D 
(zelf in te vullen). 
Wat wordt uit deze vergelijking als D = 180^? 



, * « * 



Y -• - a — p 



553. Als in een driehoek gegeven is 

sin (a — y) ^ 2 sin -y sin 
bewijs dan, dat y -^ 60° is. 

554. Als in een driehoek r- = x en —. — t" = y is, bewijs 

cos i\ sin i\ 

dan : 

(1 + x) (1 - y) _ ,.C 
°' (1 — x) (1 + y) ~ ~ *^ 2' 
6. 1 — xy + [x — y) cos C = O, 
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555. Bewijs, dat een driehoek óf rechthoekig óf gelijkbeenig 
is, wanneer daarin gegeven is : 

a. a cosB — b cosA = c sin (A — B), of 

a — b ,-;- . A — B • 

b. = V 2 sm — ;^ • 

c ^ 2 

556. Te bewijzen, dat in een A ABC, waarin de zijde b 
gelijk is aan de halve som van a en c, men heeft 

o ■ B A- C 

2 sm -y = cos — 2 

557. Te bewijzen, dal sis in een driehoek gegeven is 

cosB + cos 2 B + cos (A — C) = 1, 
de zijde b middelevenredig is tusschen a en c. 

558. Bewijs, dat als A + B + C = ISO"" is, men heeft 
sin^C = sin^A + sin^ B — 2 sinA sinB cos C. 



559. Bepaal de lengte van een cirkelboog van 20° 30' 42''; als 
de straal van den cirkel 5,3746 M is. 

560. Bepaal de lengte van een boog van 119° 23' 34", als de 
bijbehoorcnde koorde 5 cM is. 

561. Bepaal den omtrek van een segment met een straal van 
18,367 M en een boog van 307° 30'. 

562. Bereken de oppervlakte van een segment, als de opper- 
vlakte van den bij het segment behoorende sector 50 Meende 
lengte van den boog van het segment 19,865 M is. 

563. Een sector met een middelpuntshoek van 201°13'27'' 
heeft een omtrek van 100 M. Bepaal de oppervlakte van dien 
sector. 



8* 
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F. EXAMENVRAAGSTUKKEN. 

§ 23. Eindexamen H. B. S. 

1. Los X op uit de vergelijking: 

^ ,. , „ . , 17 cosx cotrr 17 sina: 

4 cos 2x (1 + cos^a;) + 



tga; + cota; tgrr + cota;' 

(1900 N^ 1) 

2. In een rechthoekigen driehoek^ waarvan de kleinste hoek 
A is en waarvan de zijden een. rekenkundige reeks vormen, is : 

4 tg. JA + 2 = 3 sec^ JA. (1900 N«. 2) 

3. Twee punten A en B liggen a en 6 meter boven een 
horizontaal vlak, in welk vlak een punt C is gelegen. 

Als de richtingen CA en CB met het horizontale vlak hoeken 
a en p maken, en de projectie van den gezichtshoek ACE op 
het horizontale vlak y is» hoever is dan A van B verwijderd? 

Gegeven: a = 200 meter; b = 150 meter; Z. a = 8'' 35' 25" ; 
Z. P,= 10° 19' 36"; Z r = 140° 45' 10". (1900 N^ 3) 

4. Los X op uit de vergelijking: 

1 — cos 4a; 5 j_ _ JL v ^ + 3 tg^ x 

II A ' r^ o """" 4 cos ^ X 4 X/ ~ ; ; a t 

+ COS 4 a; 2 cos 2 a; 1 + tg^ a; 

(1901 m 1) 

5. Als dde lijn is, die hoek C van driehoek ABC midden- 
door deelt, bewijs dan: 

^ ^ 2 X oppervlak A A BC (190I No.2) 

c cos J (A — B) 

6. Van vierhoek ABCD, die in een cirkel is beschreven, 
zijn gegeven: zijde AB = 12,631 M. ; zijde BC = 9,584 M,; 
zijde CD = 5,281 M, ; diagonaal AC = 15,753 M. 

Bereken de diagonaal B D. (1901 N°. 3) 
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7. Welke waarden van x voldoen aan de vergelijking: 

2 (tg re — 1) cos 45^ + 1 / tg^ x + ^|^ +1 = 0- 

K sin 2 re 

(1902 N^ 1) 

8. Leid den consinusregel der triginometrie af, daarna de 
formules voor de berekening der halve hoeken des driehoeks 
en bewijs dat : I = 5 (s — a) tg i A, 

waarin I de grootte van het oppervlak, s de halve som der 
zijden, a de lengte van een zijde en A de grootte van den 
hoek over die zijde voorstelt (1902 N^ 2) 

9. Op de helling van een berg staat een toren. Gaat men 
van den voet van dien toren langs een hellend pad naar beneden 
over een afstand van 100 meter, dan ziet men de hoogte van 
den toren onder een hoek van 46° 10'; gaat men langs het 
verlengde van dat rechte pad in dezelfde rtchting 175 meter 
verder, dan ziet men de hoogte van den toren onder een hoek 
van 25° 35'. Hoe hoog is de toren? (1902 m 3) 

10. Bereken alle waarden van x, tusschen 0° en 360°, die 
voldoen aan de vergelijking: 

sin (90° + 2'X) = 

^ sin 324° 17^ 50" X tg 208° 23' 52^' X cosec 117° 12' 25'^ 

"" cos 195° 16' 36" 

(1903 N^ i) 

11. Bereken x uit de vergelijking: 

sin (X + 60°) + cos [X - 60°) _ , ^ _ j ^^^^3 ^, 3) 

COS X 

12. Uit de uiteinden A en B. eener basis voor afstands- 
meting, lang 850 meters, meet men gelijktijdig de hoeken 
BAP = 96° 40' 50" en ABP = 33° 6 12", als P een punt 
voorstelt dat in beweging is. Na 5 minuten meet men weer 
gelijktijdig de hoeken BAQ = 40° 52' 15" en ABQ = 122° 
45' 32", als Q de plaats is, waar het bewegende punt zich op 
dat oogenblik bevindt. Verondersteld wordt, dat het punt P een 
eenparige beweging heeft. 

Men vraagt de snelheid van het punt P te berekenen, evenals 
den hoek, dien de richting, waarin het punt P zich beweegti 
maakt met de loodlijn op de basis A B. (1903 N^ 3) 
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13. De waarden van x te vinden die voldoen aan de ver- 
gelijking: sinx + sin 2a; + sin 3a; = 1 + cosa; + cos 2x, 

(1904 m 1) 

14. Van een driehoek ABC zijn de hoeken A, B en C, de 
zijden over die hoeken a, b en c. Bewijs dat de driehoek ge- 
lijkhoekig is als : 

3 ii_ /L3 w3 

^ ^ ^ _ ^ = c^ en sin A sinB =f is. (1904 N^ 2) 

15. De basis van een driehoek is 14,781 meter, het verschil 

der opstaande zijden 2,834 meter en de kleinste hoek aan de 

basis 25° 11' 20". 

Bereken de'opstaande zijde en de oppervlakte van den driehoek» 

(1904 m 3) 

16. Bereken x uit de vergelijking: 

(2 + 3 cos 2 a;) sin 3 a; — sina; = 0. (1905 No. 1) 

17. Toon aan: 

j sin (270° — g) tg (90° + a) _ tg. (- a] ) 
(cos (a — 180°) cot (360° — a) cot (180° + a)) 

( tg (225°— a) , sin (a + 180°) ) ^ 
(cot (225° + a) "^ sec (90° — a)) 

(1905 N^2) 

18. Van een trapezium ABCD is de oppervlakte 800,13 
vierkante meter, de langste evenwijdige zijde AD = 41,56 
meter, de diagonaal AC = 40,98 meter, en de hoek DAC = 
36° 11' 19". 

Bereken de opstaande zijde A B. (1905 N^ 3) 

19. De waarden van x te vinden uit de vergelijking: 

2 sin^a; — sina; = cos 4jc — 2 cos 2a; + 1. (1906 NM) 

20. Bereken alle waarden van x tusschen 0° en 360°, die 
voldoen aan de vergelijking: 

X m^ , o . cos312°38'50r Xtg236°15'40"xsecll0°56'10^ 

'é (^0 + 3^J = sin 218° 12- r 

(1906 W. 2] 

21. Van driehoek ABC zijn gegeven: de basis^AB =24,326 
meter, de zijde AC = 20,562 meter en hoek A == 42° 18' 22''. 

Men vraagt den straal te berekenen van den cirkel, die de 
zijde AB in B raakt en door het hoekpunt C gaat. (1906 N^ 3) 
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22. Bereken x uit de vergelijking : 

tg 2. - tg . = i^^^ (1907 NO. 1) 

23. Te • bewijzen, dat driehoek ABC rechthoekig is, als ge- 
geven is ; 

sin I (A + B) sec A X sec B 

cot J C X cos J (A — B) "" sec A + sec B 

(1907 N^ 2) 

24. Van een vierhoek ABCD zijn gegeven : de zijden AB = 
19,35; BC = 41,27; CD = 46,04; DA = 37,20 en hoek 
CAB = 57° 38'. Wordt gevraagd te berekenen hoek ADB. 

(1907 N^ 3) 

25. Los X op uit : (1 +5* sin x) cosec2 rr + 2 cot 2 ic = 8 tg re. 

(1908 N°. 1) 

26. Bereken tg J X i X 30°, dat is tg 7° 30' zonder gebruik 
te maken van een logarithmentafel. Als de verkregen uitkomst 
tot de eenvoudigste gedaante herleid is, toets dan die uitkomst 
door het opzoeken der logarithmen» dus met behulp van een 
logarithmentafel. (1908 N°. 2) 

27. In een halven cirkel is een vierhoek ABCD beschreven. 
Bereken het oppervlak van den vierhoek, als gegeven is : de 
middellijn AB = 24,56, BC = 10,68 en CD = 8,72. (1908 m 3) 



r 

28. Bereken alle waarden van rr, tusschen 0^ en 360°, die 
voldoen aan de vergelijking : ' 

tg (270° -o. cot (270° + X) ^^ _ 

sec (270° + x)^ cosec (270° — a;) ^ * ^"^^^ ^'• 

(1909 (N", 1) 

29, Van drichockABC zijn gegeven: Z. A = 64° 32' 8", zijde 
AB = 10,736 meter 'en de stcaal van den omgeschreven cirkel 
R = 8,542 meter. Gevraagd wordt de grootte van het opper- 
vlak van dien driehoek, (1909 N». 2) 



30, Om den driehoek ABC, waarvan Z. C —■ 29°, zijde 
AC = 2,345 centimeter en zijde BC ■= 3,572 centimeter is, 
wordt een cirkel beschreven. 
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Bereken den straal van dien cirkel en het oppervlak van 
het segment, dat begrensd wordt door de koorde AB en den 
kleinsten boog, door die koorde onderspannen. (1910 N*', 1) 

* 

31. Van een driehoek ABC zijn gegeven : 

a + fc = 38,189 centimeter, 
c = 23,37 
en A — B = 21° 6' 42" „ 
als a, b en c de zijden en A, B en C de hoeken voorstellen. 
Bereken den straal van den ingeschreven cirkel. (1910 N^ 2) 



32. Los X op uit de vergelijking : 

, . , . , ^ cos X — cos 3x 
sur X + cos* X = 1 — 7 

en bepaal welke waarden, kleiner dan 360°, aan de vergelijking 
voldoen. (1910 N^ 3) 



33. Van een vierhoek ABCD om een cirkel beschreven is 
gegeven : 

AB = 156, BC = 109, CD = 163 en ^ B = 107° 6' 51^ 
Bereken hoek D, den inhoud van den vierhoek en den straal 
van den ingeschreven cirkel. (1911 N°. 1) 

34. Als een driehoek ABC, A, B en C de hoeken en a, 6 en c 
de overstaande zijden voorsteilen en : 

sin (90° + A) cot (180° — A) cos (90° — A) 
tg (270° + A) ^ cos (360° — A) + cot (90° + A) ^ 

1 tg (225° '+■ B) cos B 



sec (360° — A) cot (225° — B) "^ cosec B x cot B 
dan is de zijde a = zijde 6. Bewijs dit. (1911 N°. 2) 

35. Bepaal de waarden van x, die liggen tusschen 0° en 360° 

en die voldoen aan de vergelijking: 

,^ r, _ f^o, _ sin 215° 13' x se6 (— 15° 18^ 2") 
xg\ix OU j - ^g ^Qjo 20' X cosec 156° 54' 56" ' 

(1911 N«. 3) 



36. Van een vierhoek ABCD, in een cirkel beschreven, zijn 
gegeven : 
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zijde BC = 60, zijde CD = 52, zijde DA = 39 en diagonaal 
DB = 56 centimeters. 

Bereken de hoeken, de onbekende zijde en de tweede diago- 
naal van dezen koordenvierhoek. (1912 N^ 1) 

37. Gevraagd wordt, zonder gebruik te maken van de tafels 
der logarithmen van de gewone getallen en van die der ^onio- 
metrische logarithmen, de grootte te bepalen van tg [a + 6), 
als gegeven zijn : 

tg (90^ + ia] == — 4 en sin (270° + 26)=—^, terwijl 

men weet, dat de grootte van a + b ligt tusschen 0° en 180°, 

(1912 m 2) 

38. Bepaal de waarden van rr, die voldoen aan de yergelijking : 

cosrr (sinrr+ cos x) _ 1 - if x 

cot (45° — x) '^ 1 + ifx ^^ ^^^ ^^^ ^^ 

en geef aan, welke dier waarden gelegen zijn tusschen 0° en 360°. 

(1912 m 3) 



39. Bepaal de waarden van 0° tot 360°, welke voldoen aan : 

A ro7no_i 1- sec (180^ + x) tg (2 a; - 45°) tg 600° 
^ cosiz/u tx}- 2 sin (90° + ix) cot [2 x + 225°) 

(1913 m 1) 

40. In een kwartcirkel AMB trekt men 2 stralen MC en MD 
zoodanig, dat Z. AMC = a en Z. CMD = (3. Men trekt 
nu de lijnen AB/ AC, CD. en DB. Druk het oppervlak van 
vierhoek ACDB uit in den straal R en in a en p, door middel 
van een formule, die geschikt is voor de berekening met loga- 
rithmen. 

Daarna voere men de berekening uit met de volgende gegevens : 
R = 10 cM. ; koorde AC = 5 cM. ; koorde CD = 8 cM. 

(1913 m 2) 

41. Van A ABC zijn gegeven: 

Z C = 75° 34' 20", 
de binnenbissectrix van Z. C = 12,063 cM. ; 
de buitenbissectrix van Z C = 35,785 cM. 
Gevraagd: de zijde c te berekenen. (1913 N^. 3) 
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42. De hoeken, kleiner dan 360^ te bepalen, die voldoen aan: 
cos 3x + cos X + sin 3x + sin rr = cos (45° — 2x) sec x. 

(1914 N^. 1) 

43. In den scherphoekigen A ABC laat men de hoogtelijn 
AD neer op BC. De bissectrice van Z. ABC snijdt AD in E. 
Bereken, zonder gebruik van een tafel, de lengte van DE. 

sec Z. ACB = X' 
Gegeven is { sin Z. BAC ^ ^f 

AD = 12 cM. (1914 No^ 3) 

44. Van A ABC is gegeven : AB = 16,239 M., AC = 9,917 M. 
en Z A = 53° 28' 44". 

Zij M het middelpunt van den omgeschreven cirkel en O het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel van A ABC, bereken 
dan het oppervlak van A BMO. (1914 m 3) 



45. Bepaal de waarden van 0*^ tot 360"*, die voldoen aan de 
vergelijking : 

(1 + tg 60'') sinx + (1 — tg 60'') cosx = secx. 

(1915 N^ 1) 

46. Als voor de hoeken van driehoek ABC geldt: 

sccB (sin A — tg C) = sec C (tg B — sin A), 
dém is de driehoek rechthoekig. Bewijs dit. (1915 N®. 2) 

47. Van een koordenvierhoek, waarvan A, B, C en D de op 
elkaar volgende hoekpunten zijn, is gegeven : 

AD = CD ; Z B is scherp ; de straal R van den omgeschreven 
cirkel is 5 cM. De diagonalen AC en BD snijden elkaar in S. 
AS = 2,3 C.M., CS = 5,7 c.M. 

Gevraagd : de lengte van BC. (1915 N^ 3) 



48. Bepaal de waarden van x < 360° uit : 

cos (45^ + 2x) + sin (45^^ + 2x) = 2 cos 4x + sin 2x X yj~2^ . 

(1916 m 1) 
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49. Van een koorden vierhoek ABCD zijn de zijden AB, BC, 

CD en DA respectievelijk gelijk aan a« 6, c en (/; bewijs dat 

a^ + d^ — V — <? 
cos A - 2 [ad + hc] 

Leid hieruit formules af, welke geschikt zijn om cos | A, 
sin i A en tg I A logarithmisch te berekenen, als a, b,cend 
gegeven zijn, daarbij invoerende s = i [a + b + c + d). 

Druk ten slotte het oppervlak van den koordenvierhoek in 
a, 6, c en rf uit. (1916 W. 2) 

50. In A ABC is een cirkel beschreven; de verbindings- 
lijnen der raakpunten vormen een nieuwen driehoek. Bereken 
den straal van dien cirkel en de oppervlakte van laatstge- 
noemden driehoek, als gegeven is : 

Z. A = 55° 14' 46'', AC = 16,43.; AB = 18,12. 

(1916 m 3) 



5L Van de scherpe hoeken a en 6 is gegeven : tg (45''+ a) = 2 — 

en sec (360° — i b) = è V 5. Bereken zonder gebruik te 
maken van een logarithmentafel de waarde van sin [a + 2 b] 
en ook van cos [2 a + 6). (1917 N^ 1) 

52. Van een trapezium, waarin een cirkel kan beschreven 
worden, is gegeven : 

het been AD = 25,361 ; 

het been BC = 31,947; 

het verschil van de hoeken A en B om de Ismgste even- 
wijdige zijde = 18° 37' 50". 

Bereken het oppervlak van het trapezium. (1917 N^ 2) 



53. Als in een driehoek ABC de sinussen der hoeken A, B 

en C in deze volgorde een rekenkundige reeks vormen, dan is 

A C , 

tg y xtg y = -3-- 

Bewijs dit. (1918 N^ 1) 

54. Van een parallelogram is een der diagonalen 8 cM. Deze 
diagonaal maakt hoeken van 30° en 45° met de zijden. Bereken : 

a. zonder logarithmentafel de oppervlakte van dit parallelogram; 
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6, met behulp van een lagarithmentafcl de hoeken, welke de 
andere diagonaal met de zijden maakt. (1918 N^ 2) 



55. A, B en C zijn de hoeken yan een driehoek. 
Bewijs, dat deze driehoek gelijkbeenig is, als 

cos C 

^^^^ ^ + 2 sin A cos B "" ^' (1919 N^ 1) 

56. In een koordenvierhoek ABCD is de zijde AB = 8, de zijde 
AD = 7 en de diagonaal BD = 9 c.M. De diagonaal AC verdeelt 
Z. BAD in de hoeken BAC en DAC, wier sinussen zich in de 
genoemde volgorde verhouden als 6 : 5. 

Bereken de zijde BC. (1919 W. 2) 



§1 24. Eindexamen Gymnasium. 

57. Van een driehoek is gegeven : tg A = — 3, cos 2 B= ïö V lO* 
Bereken tg^ C zonder de waarden van A en B te berekenen. 

(Assen) 

58. Om een zevenhoek in een cirkel te beschrijven, zet men 
wel 7 maal af de halve zijde van den ingeschreven driehoek 
Welke fout maakt men ? (Assen) 

59. De hoekpunten van een vierkant liggen elk in een zijde 
van een ander vierkant, welks oppervlak IJ maal zoo groot is 
als dat van het eerste. Bereken den hoek, dien een zijde van 
het eerste vierkant maakt met een zijde van het tweede. 

(Gorinchem) 

60. Welke waarden voldoen aan 

4 (1 — 2 sin^o;) , ^ 

.^2^1 4 + 2 (1 — cos 2x) cos 2a: = cota; — cot2a;? 

(Arnhem) 

61. Bereken de onbekende elementen van den vlakken A ABC, 
als gegeven is 

a = 13, 6 + c = 29 en de straal van den omgeschreven 
cirkel R = 8,125. (Nijmegen, 

Canisius Coll) 
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62- Van A ABC is Z A = 69° 24' 36", L B =52° 25' 13'', 
de bisscctrice AD van Z A = 50,48 c,M. Op de basis AB 
beschrijft men een gelijkbeenigen driehoek, die dezelfde opper- 
vlakte heeft als A ABC. Hoe groot is de tophoek van dien 
driehoek ? (Katwijk) 

63. Bepaal alle waarden, die voldoen aan de vergelijking 

cosa; (sina; + cos o:) ___ 1 — tg' ^ x , ^ . g ia^o x 

cot (45° — xS ^ \ -^ \t^ "^"^ ^ ~ ^^' 

(Zeist) 

64. Van een vlakken driehoek zijn twéé zijden 50,2 en 
30,6 C.M. en de ingesloten hoek 72° 15'. 

Bereken den hoek, dien de zwaartelijn en de bissectrice van 
den gegeven hoek met elkaar vormen. (Dordrecht) 

65. Welke waarden van x, kleiner dan 360°, voldoen aan 

4 sin^ X 2 co^^x cot^ + tg x ^ 

tgx + cotx cotx — cot2x~" cotx — tgx 

(Kampen) 

66. Een vlakke driehoek is rechthoekig, als 

. sin A + sin B on 

X — i D — COS A cos D sin L. 

secA + secB 

Bewijs dit. (Apeldoorn) 

67. Bewijs, dat als in een vlakken driehoek de zijde b hal^- 

monisch middelevenredig is tusschen a en c, 

A ^ n ^cos(A— C ) — cos(A+C ) 

c cos A + a cos C = R ^ï^( AlTq^oTèlA^CT 

waarin R den straal van den omgeschreven cirkel voorstelt. 

(Arnhem) 

68. Bewijs, dat de zijde van den voetpuntsdriehoek van 
A ABC, welke over /_ C staat, gelijk is aan c cos C. 

(Amersfoort) 

69. Bepaal alle waarden, die voldoen aan 

■i 

4 sin 2 o: sin^ (45° — x) , 1 — 4 sin 2 a; 



+ 4 = 



sin^ X cos 2x — 1 

(Winschoten) 



1 
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70. De omtrek van een driehoek is 50 aM,, hoek A = 73° 
en de straal van den omgeschreven cirkel is 12 c.M. Bereken 
de twee onbekende hoeken. (Amsterdam, Geref. Gymn.) 

71. Los X op uit 

1 



sec^ X 



cos 2 a; + tg 2 a; tg a; 

(Schiedam) 



72. Van A ABC is gegeven de som der hoogtelijnen op de 
opstaande zijdeu = 6, en de hoeken aan de basis =^ 56° en 68°- 
Bereken het oppervlak. (Nijmegen) 

73. Bepaal de waarden van x < 360°, die voldoen aan de 
vergelijking 

i sec a; = 2 sin x tg (45° — ix) = cos x. 

(Nijmegen, Canisius CoU.) 

74. Bewijs, dat A ABC rechthoekig is, als 

tg A sin B = sin^ C cos B. (Middelburg) 

75. Van A ABC is gegeven 

b = 18, a — c = 4, en de straal van den aangeschreven 

cirkel fb=i6. 
Bereken het oppervlak van A ABC. (Amsterdam) 

76. Van A ABC is gegeven, dat 

2A = 3Bena:6 = 2:l. 
Bereken de hoeken van dien driehoek. (Amsterdam) 



§ 25. Staatsexamen. 

77. Los X op uit 

5 tg 3a: + 3 tg 2a; = 0. (1914) 

78. Een ' scherpe of stompe hoek C wordt verdeeld in twee 

hoeken x en y. Indien tusschen deze hoeken de betrekking 

bestaat 

sin X , ^ 
= tg i C," 

dan deelt de deellijn hoek C in twee gelijke deelen. Bewijs dit. 

(1914) 
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V 

79. Van A ABC is gegeven de tophoek A = 60^ de bis- 
scctrix van Z. A = 20 M, en de straal van den ingeschreven 
cirkel = 6 M. Bereken de grootste der opstaande zijden. (1914) 

80. In A ABC zijn de hoogtelijnen AD en BE getrokken. 
Bereken den straal van den omgeschreven cirkel van A CDE 
als gegeven is : a = 712,5; b = 536,2; C = ST 18\ (1914) 

4 

81. In A ABC is het middelpunt M van den omgeschreven 
cirkel verbonden met de hoekpunten A en B. Zij O het middel- 
punt van den ingeschreven cirkel van A ABM. Bereken het 
oppervlak van A ACO als gegeven zijn de zijde AB = 315,6 d.M. 
en de hoeken A = 70° 52' en B = 52° 12'. (1914) 

82. Bewijs, dat de verhouding van het oppervlak van den 
voetpuntsdriehdek tot dat van den driehoek gelijk is aan 
2 cos A cos B cos C, als A, B èn C de hoeken desdriehoeks 
zijn. (1914) 

83. Van een driehoek zijn de zijden — 1 + \ 1, "^^ 1 en 

l + yjl. Bewijs, dat de grootste hoek van dien driehoek 90*^ 
grooter is dan de kleinste, zonder de hoeken fe berekenen. 

(1914) 

» 

84. Bepaal de waarden van x, die voldoen aan de vergelijking 

4,23 sin [x + 40°) = 13,76 sin [x + 20°) (1914) 



85. Los X op uit 

(cosx + 5 sinx) sec 3ic==l+5tg3ic. (1915) 

86. Van een platten driehoek is gegeven 

a = 59,54; 6 — c = 50,78; B — C = 112° 36' 42''. 
Bereken het oppervlak van dien driehoek. (1915) 

87. Bewijs dat in een willekeurigen platten driehoek 

(a2_62) sin C = c^ sin (A — B). (1915) 

88. Los X op uit: 

sin x , sinrr • -> riQic^ 

+ 7 zt^ö; = — sm 2x. (1915) 



cos (x + 60°) cos [x — 60°) 
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89. De som van de pijlen der segmenten, die een driehoek 
ABC van zijn omgeschreven cirkel afsnijdt,, is 

2 R (1 — 2 sin i A sin * B sin i C), 
als R'de straal van den omgeschreven cirkel voorstelt. 
Bewijs dit. (1915) 

90. Los X op uit: 

tg 2 o; + tg Zx = (sin 2 x + sin 3 x] sec 2 x sec 3 x, (1915) 

91. Zij M het middelpunt van den omgeschreven cirkel en H 
het hoogtepunt van driehoek ABC. Druk den afstand van H 
tot zijde BC uit in de zijde a en de hoeken B en C, en bewijs, 
dat, als MH II BC is: 2 cos A = cos (B — C). (1915) 

92. Bereken de waarden van x, die voldoen aan 
sin o; sin 4x + 2 sin^ 2x cos o? = 

= 2 cosa; cos 2x sin3x (1 — tga; tg 2x). (1915) 

93. Van een vlakken driehoek zijn gegeven het oppervlak O, 
de straal des ingeschreven cirkels r en Z. A. Druk den straal 
des omgeschreven cirkels in deze gegevens uit. (1915) 

94. Bepaal alle waarden van x^ die voldoen aan 

4 sin 2 X sin^ (45° — x] , ^ _ 1 — 4 sin 2 x rioi«^i 

sm* X cos 2x — 1 

95. Uit een punt P buiten een cirkel zijn de raakUjnen PA 
en PB aan den cirkel getrokken. Uit het raakpunt A is de lijn 
getrokken door het midden C van den kleinéten boog AB. Deze 

snijdt de raaklijn PB in een punt D zóó dat PD = -5- PB is. 
Bereken den hoek dien de raaklijnen met elkaar maken. (1915) 



96. In een cirkel met een straal van 3 c.M. is een zeshoek 
ABCDEF beschreven, waarvan de zijden AB = CD = EF en 
BC = DE = AF = 2 AB zijn. Bepaal de lengten dezer zijtien 
en de bogen, die ze onderspannen. 1916) 

97. Bepaal de waarden van x, die voldoen aan 

10 sin o; — 5 sin 2 x + 14 cos x — 7 cos 2x — 7 __ oq 

sm"* t x 

(1916) 
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98. Gegeven : tg x + tg y = a ; sin, [x + y) = h. 
Gevraagd: cos [x — y) uit te drukken in a en b. (1916) 

99. Gegeven x + y-{- z = 90°. 
Bewijs de formule 

cos X + cos y + cos z = 

= 4 cos (45° — y) cos (45° — ^) cos (45° — y). (1916) 

100. Als in A ABC gegeven is tg i (A + B) = -^-§-» 

cos A 

dan volgt hieruit dat de driehoek gelijkbeenig of rechthoekig is. 
Bewijs dit. (1916) 

101. De verhouding van de hypothenusa eens rechthoekigen 

driehoeks tot de bissectrix van den rechten hoek is als 2 f/^ 6 ^ 1. 
Bepaal de scherpe hoeken van den driehoek. 

102. Van A ABC is gegeven 

c2 = a^ + 2 ah + V — 51 ,7945, ^ A = 55° 32' 24", /. B = 44° 6' 2b\ 
Bereken de zijde c. (1916) 

103. In A ABC is gegeven AD = 40, BC = 24. De lijn 
CD, die Z. ACB zoodanig verdeelt, dat Z. BCD = 2 X Z ACD, 
is eveneens 24. Bereken den hoek ACB, (1916) 

104. De opstaande zijden van een driehoek zijn a en 6; de 
lijn, die den buitenhoek van den tophoek C middendoordeelt, van 
den top tot het snijpunt met het verlengde der basis is p (a < 6). 

Bewijs dat si„ j c = ?-^^. (1916) 

2 ab 



^105. Los X op uit 

4 tg^x — 3 tga; — 2 = 0. (1917) 

106. Van een driehoek zijn gegeven Z. C, de zwaartelijn 
uit C, TTic, en het verschil der zijden a en b. Geef de formules ter 
berekening van de zijden en hoeken van dezen driehoek. (1917) 

107« In een gelijkbeenigen driehoek is de hoogtelijn uit den 
top de helft van de zwaartelijn uit een der hoekpunten aan de 
basis. Bepaal de hoeken deis driehoeks. (1917) 



130 III § 25. STAATSEX. 



108. Los a; en y op uit : 

sinx X tgy = i\(^ siny X tgx = i /T (1917) 

109. Van A ABC zijn gegeven : a = 20 ; Z. B = 60° ; Z. C = 50^ 
Punt D is het midden van zijde BC ; M is het middelpunt van 
den omgeschrevien cirkel om A ABC. Bereken het oppervlak 
van den driehoek, waarvan de hoekpunten zijn D, M en A. 

(1917) 

110. Van den platten A ABC is bekend AB = 12, CB = 8 
en de buitenbissectrix van Z. B gemeten tot het verlengde 
van AC, 32. Bereken Z. B. (1917) 

111. Als in een platten driehoek cos i (B — C) = 2 sin è A, 

dan is de straal des ingeschreven cirkels -7 van de hoogtelijn 
op de zijde a. Bewijs dit. 

112. Van e^n A ABC is Z C = 60° en r^ = — 4' 

cos A 

Bewijs, dat - — x = 3 is en bepaal de verhouding van de drie 

zijden, zoo mogelijk zonder logarithmentafel te gebruiken. 

(1917) 



113. Los X op uit 

cos®a; — sin* o; =j- cos 2x. (1918) 



114. Bewijs, dat een platte driehoek rechthoekig is, als ge- 
geven is 

c (cos A + cos B) = 2 (a + 6) cos^ i C. (1918) 

115. In den scherphoekigen A ABC zijn de drie loodlijnen 
AD, BE en CF getrokken. Men vraagt den straal van den in 
A DEF beschreven cirkel uit te drukken in de zijde a en de 
hoeken van A ABC. (1918) 

116. Men beschrijft om den scherphoekigen A ABC een 
cirkel. In de punten A, B en C trekt men de raaklijnen aan 
dezen cirkel. Deze sluiten den A 'DEF in. Druk de verhouding 
van opp. A ABC tot opp. A DEF uit in de hoeken A, B en C. 

(1918) 



